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_ Het construeeren van Hiken uit AAS ELDON 
vergelijkingen. 


Bij het oplossen van vraagstukken, naar aanleiding eener 
algebraïsche analyse is het niet altijd noodig de vergelijking of 
vergelijkingen, die de onbekende of onbekenden bepalen, geheel 
op te lossen. Dikwijls kan men een vraagstuk eenvoudiger op- 
lossen, zonder de onbekenden in de gegevens uit te drukken, 
indien men zich slechts goed rekenschap geeft van de meetkundige 


‚ beteekenis der voorwaarden uitgedrukt door de vergelijkingen. 


In de volgende regelen vindt men een en ander daaromtrent 


aangegeven. 


VRAAGSTUKKEN, DIE AANLEIDING GEVEN TOT ÉÁNE VER: 
GELIJKING MET ÉÉN ONBEKENDE. 


(a,b, c zijn steeds bekende, z en y onbekende lijnen.) 
IL. Construeer w wit de vergelijking x° = ab. 
Oplossing. zx is eene lijn, die middenevenredig is tusschen 


_@& en b en wordt dus op een der bekende wijzen geconstrueerd, 
Tot deze vergelijking geven aanleiding de volgende vraagstukken : 


1. Verander een rechthoek (zijden a en b) in een vierkant 


van gelijk oppervlak (wv — zijde van het vierkant). 


2. Verander éen driehoek in een gelijkbeenigen driehoek , 
die er den tophoek mede gemeen heeft (bv. £. C,‚ aanliggende 


zijden a en b; rx — zijde van den geliĳkbeenigen driehoek). 


IL Construeer # wit de vergelijking ax — b?°, 

Oplossing. zx is de derde evenredige tot a en b en wordt 
dus op de bekende wijze geconstrueerd. Tot deze vergelijking 
geven aanleiding de volgende vraagstukken : 

1. «Bene gegeven lijn (a) in twee deelen te verdeelen , zóo 


dat de rechthoek, die tot zijden heeft het eene deel en de ge- 


heele lijn , even groot is als een gegeven vierkant (b). 
(rx == het eene deel.) 

2. Bene gegeven lijn (a) te verlengen met een stuk, zóo 
dat de rechthoek uit die lijn en het verlengsel samengesteld, 
even groot is als een gegeven vierkant (b). 

(ew = het verlengsel.) 
De Vriend der Wiskunde, VII, Î 






























De Som DE factoren van hee eerste lid is a, Re De 
derhalve de meetkundige beteekenis is: eN 
L, Eene lijn (a) in twee deelen te verdelen, wier p 


2. Van twee lijnen (a en a— ex) is gegeven de som 
middelevenredige (b). Construeer die lijnen ; of ook 
3. Zen rechthoek te construeeren, als gegeven zijn: de so 
van grondlijn en hoogte, terwijl het oppervlak gelijk aan 
gegeven vierkant moet zijn, Gt 
Oplossing der vergelijking is onnoodig. À zi 
Fig. 4. Constructie (fig. 1). Maak AB= 
Nen beschrijf op AB een halven ci 
Trek AC _L AB en maak AC==b. Tr 
CD // AB en laat uit de snijpunten D 
kn en D’ met den cirkelomtrek loodlijnen 
DE en D'E' op AB neer, dan is AE—BE' of BE—=AE EE SR 
lijk z of a— a. 
Bewijs. ABEBE==AE + BE == a en 
AE X BE—=AE' X BE’ — 65°. 
Het is onnoodig de lijn D'E' te trekken. 





Discussie. De constructie is mogelijk als b < of —ja a. 


IV. Construeer w uit de vergelijking x° J-ar=b?. 
Oplossing. Men kan de vergelijking schrijven z (a + #) B - 
Het verschil der factoren van het eerste lid is a, heb pol 
b?, derhalve de meetkundige beteekenis is: S 
L Op het verlengde van eene lijn (a) een punt te bepale 
zóo dat het produkt der afstanden van dat punt tot de wit 
einden der lijn gelijk zij aan een gegeven vierkant eC 
(verlengsel == «) of ook 
2. Van twee lijnen (w en va) is gegeven het verschi 
de middelevenredige (b). Construeer die lijnen; of ook — 4 
8. Een rechthoek te construeeren, als gegeven is het ver re 
schil van grondlijn en hoogte, terwijl het ogperdiak on aar 
een gegeven vierkant moet zijn. AAR 
Oplossing der vergelijking is onnoodig. 


À Y 
10 





Constructie (fig. 2). Maak AB = a» Trek 
AC 1 AB en maak AC—5. Trek CM en ver= 
Teng die lijn, tot zij den cirkelomtrek in E ont- 
moet, dan is CD =e en CE—=a 4e. 

Bewijs. CDE: 42 of, als CDS drie 
v (a+) = b?. 

Discussie. De constructie is altijd mogelijk. 
Bv, Donstrucer v wit de vergelijking a° — ax = b?, 

50 Oplossing. Men kan de vergelijking schrijven ( — a)u — b?. 
H et verschil der factoren van het eerste lid is evenals in 
raagstuk IV a, het product — b?. De beteekenis van de 
_ vraag komt dus overeen met die van no. IV, mits men « ver- 
vangt door #—a en w Ja door a. 

B In fig. 2 is nu CE =e en CD—=a —a dus 
Ee | CD x CE == AC? of « (2 — a) — b*, 
__ VL Construeer @ wit de vergelijking a* +-ax=b?, 


re if hen 
eN 


nn 





eulddeing. Lost men « uit de vergelijking op zoo is # — 


É Bf x is de vierde evenredige tot a, b+-a en b— a, Men kan 
ee de vergelijking ook aldus Bn a (ate) = Ae 

__De meetkundige beteekenis der vergelijking is nu 
_ Bene gegeven lijn (a) te verlengen met een stuk, zóo dat het 
Er duct van de gegeven lijn en de gegeven lijn vermeerderd 
_n net het verlengsel gelijk zij aan een gegeven vierkant, 

Ke De aangegeven constructie (oplossing) van # is hier de een- 


ER 


b2 
5 oudigste. Men kan ook aJ-e = mn construeeren. 


kk: 
n 


ke: VIL Construeer # uit de vergelijking »*:a* =b:e. 

Bed a? 
_ Oplossing. De vergelijking oplossende is # = v on of 
gn 
k. p= A2 Xaz==b pa. De bepaling van x geschiedt dus door 


Le 


5 sonstructie van een vierde bantteline: en een middelevenredige. 
Ë at men echter, de meetkundige beteekenis Ha zôo iS op- 



























VACEBO == bie bn DF :DE — AD: BD, dus DE° ; DE 


kenis na, zoo is de oplossing der vergelijking onnoodig. De 


vierkanten (b? en C°). zh 



























nb hos en BO Zé is | 
op AB een halven cirkel. Trek CD L AB, 
AD en BD. Maak DE—a, trek EF | 


zoo is DF ==, 
Bewijs. In A ABD is AD*: ‚BD 


AD? BD? =b:c of DF?:a? =b:e; #2: at DC 
Discussie. De constructie is altijd Ea An 
VIII. Construeer z uitde vergelijking z:a=b? ter, ze 
KOER De vergelijking oplossende is AE 0 
„mt NRE fi in A eh 
C C C C° Pi RN 


De bepaling van w geschiedt dus door constructie van twee — 
vierde evenredigen. Gaat men echter de meetkundige betee- et 


vraag toch is: eN 
Eene lijn («) te construcer en, zóo dat de verhouding tot eene — 
gegeven lijn (a) gelijk is aan de verhouding van Lwee gegeven” 


Fig. 4. Constructie (fig. 4). Construeer een d 
En rechthoekigen driehoek ABC, welks E be 
rechthoekszijden AC en AB gelijk. b en Ee 
c zijn. Trek AD. BC. Maak DE —= 
trek EF // AD en FHI j/ BG, dan i 
Bewijs. In A ABC is: A2: „AB2 =S op: BD, of 5? en ZN es 
CD:BD, maar HI: HF —0D:BD — 62: c? óf ‘lag DE= 
Re td mbrnen, | zn a 


Discussie. De constructie is altijd mogelijk, A De ee 
VRAAGSTUKKEN, DIE AANLEIDING GEVEN TOT TWEE VERGELIJ= RR 
KINGEN MRT TWEE ONBEKENDEN. a 





IX. Construeer de lijnen m en y‚uit de vergelijkingen: 
eyy). eo 
« Oplossing. De meetkundige beteekenis der vraag ies E 
Construeer twee lijnen, waarvan de som en het verschil ge pn 
geven zijn. De halve som der lijnen a en bis de Sd î 3 


cd 


EE 





h ad moet groo- 
nl N z Vk 
_ Construeer de inen zen y uit de berijd 
yd en ay bd -, Tee 
lossing. Dit vraagstuk kont geheel overeen met IL. 
ete constructie (zie fig. 1) is eenvoudiger dan oplossing 
der vergelijkingen. zhe Ja) 
n vraagstuk X ligt 0. A, opgesloten de oplossing van deze 
Rsc: nt , de 
Hen gegeven vierkant Ene Ede veranderen in een recht- hs 






















hoe ; van gegeven omtrek (Za). — | #\ 8 en 
XT Construeer de lijnen men y wit de vergelijkingen Zn 
B =a en ay — b?. Ô in 
Oplossing. Dit vraagstuk But geheel overeen met IV. - K, 

NE Dioclo constructie (fig. 2) is eenvoudiger dan oplossing dek A ze 
4e. _ vergelijkingen. | wk 
Ee. In vraagstuk XI ligt o.a. opgesloten de oplosing van deze LU 
_ vraag: oe E 


Je, 


Wen gegeven vierkant (wijde =b) te veranderen in een recht-______— 
hoek, waarvan grondlijn en hoogte een gegeven verschil heb- 
ben (a). ON 
EL XII. Construeer de lijnen mw en y uit de vergelijkingen : zie 
5 edy=aens: be 0 

bi: Oplossing. De meetkundige beteekenis van de vraag is: 8 
EL Gene gegeven lijn te verdeelen in twee deelen, die eene gegeven ig 
et perhouding bezitten. De constructie laten wij aan den lezer RE 


ver. De vraag is altijd mogelijk, Bei 


ad 


He 


woe Baks te construeceren , waarvan men het verschil (a) en 
B (b: €) kent. A 
Ë Constructie (fig. 5). Maak AB =5 zie 
en BC —=c zijn. Trek eene lijn AD, | 
die met AB een willekeurigen hoek maakt. 
Neem AD —=a, trek CD en BE/CD, 
dan is f 
AD en DR 





Bewijs. AE —DE==AD of s—y=a en 
‚AE:DE == AB: BO of #59 50 can a 
De constructie is altijd mogelijk. oe) GES 
XIV. Construeer de lijnen # en y wit de gli 
ed-y=aen dg? Jy? =b?. 5 NN 
Oplossing. De meetkundige beteekenis van de vraag is: de 54 
1. Twee lijnen te construeeren, als gegeven zijn de som 
der lijnen en de som van de ann dier lijnen ; of ook En 
2. Een rechthoekigen driehoek te construeceren , als gegeven DE as 
zijn de hypothenuse en de som der rechthoekseijden. EE 
Lossen wij het laatste vraagstuk op. | voe 
FSE Analyse. Zij in fig. 6 A ABO recht- KR | 
Re in Â, BOD AD AC = Ain Te 



















Sn en ZEN mi 
de Om A ABC te construeeren, nemen wij 

\AD=AB, dan is OD=edy == En. 
LD en 48°, Hieruit volgt de 

Constructie. Maak / BDC —= 45° en DC —=g. Beschrijf uit Re 
C met b als Eran een cirkelboog, die DB in B (en B'ont- 
moet). Trek BA Ll CD, dan voldoet A ABC aan de vraag 
(AB == en AC = BN 

Discussie. Wil de constructie mogelijk zijn, dan moet 15 
of — aan de loodlijn uit C op BD neergelaten of b ) of = B 





par? en b { a. Men vindt voor 5 > Zar? en a twee 


driehoeken ABC en A'B'C. De laatste driehoek is niet in de 
figuur afgebeeld, omdat A ABC2 AAB is en dus geen 
nieuwe waarden oplevert voor z en y. Aan den lezer laten 
wij het bewijs over, voor de congruentie dier driehoeken. 
v en y mogen natuurlijk verwisseld worden. KI vg 
XV. Construeer de lijnen «@ en y uit de verg stij Garan 
ad-y=z=aen av? —y? =b?. 
Oplossing. De meetkundige beteekenis van de vraag is: 
1. Twee lijnen te construeeren, als gegeven zijn de som der 
lijnen en het verschil van de vierkanten dier lijnen; of ook: 
2. Een rechthoekigen driehoek te construeeren als gegeven. 0 Kals 
zijn eene rechthoekszijde en de som van de andere rechthoeks- 
zijde en de hypothenuse, 


















EE, ossen vj Ene i laaisie vraagstuk op. 
8 iE, He Zij in fig. 7 A ABC rechthoekig in 
gr mag Â, ABD, BCH AC =a. Stelt men 
DL BCO =z en en zoo is 
dy=zaen ag? —y? =b?. 
a Om A ABC te construeeren , nemen 
vl E Er PR wij CD —CB, dan is AD — Dt ya 
en in A BAD zijn dus / A, ABen AD 

| bekend. Hieruit volgt de 
Ee. Constructie. Maak / BAD = 90°, AB =ben AD =a Trek 
_ BD en maak / DBC =/ ADB, dan voldoet A ABC aan de 
rag, BC == en AC =g. 

Discussie. Voor de mogelijkheid der constructie is noodig 
_ BOAC) AB of a) b. 
_ Andere oplossing. Uit de gegeven vergelijkingen volgt on- 


b? 


N Ki middellijk rdy=aenrs—yT EE =p. De vraag is nu terug- 


__gebracht tot IX. 
XVI. Construeer de lijnen a en y uit de vergelijkingen 
Bt r—y=aena ty =b. 
Oplossing. De meetkundige beteekenis van de vraag is: 
ee DÚD_DÚ1. Twee lijnen te construeeren, als gegeven zijn het verschil 
ME der lijnen en de som van de vierkanten dier lijnen; of ook: 
} 2. Een rechthoekigen driehoek te construeeren als gegeven 
Zi zijn de hypothenuse en het verschil der rechthoekszijden, 
| Fie.'8. Analyse. Zij in fig. 8 A ABC recht- 
hoekig in A, BC =b. Stelt men AB = « 
en AC =y, zoo is 

r—-y=aen tv? Jy? = 

Om A ABC te construeeren nemen wij 
| ADAC, dan is BD=r—g=a en 
Ee Baete era.” AN A BDC zijn dus / BDC —= 135°, 
Ker | BD =a en BC=b bekend. Hieruit volgt de 

Hie 5 Constructie. Maak / ADC =45° en neem op ’t verlengde 
van AD een stuk BD =a. Beschrijf uit B met b een cirkel- 

_ boog, die DC in C snijdt. Trek CA Ll AD, dan voldoet 
A ABC aan de vraag of AB=z en AC =g. 
| B __ Discussie. De lijn b moet grooter dan a zijn. 


eN dend 


de 























B De kane beteekenis van ie an Ee 
Ll. Twee lijnen te construceren, als gegeven zijn het | 
schil der lijnen en het verschil van de vierkanten dier lijns 
of ook: 
2. Een rechthoekigen driehoek te construeeren, als gedennne 
is een der rechthoekszijden en het verschil van de e hypothenus 
en de andere rechthoekszijde. 
Lossen wij het laatste vraagstuk op. | He 
Fig. 9. Analyse. Zij in fig. 9 A ABO rechthoo- zn 
WE kig in A, AC=b, stelt men BO=t en 
AB =y, en se ya ens? —y? =b?. 
Om A ABC te construeeren neemt men 
BD = BC en trekt CD, dan is | Û 
AD =BD — AB = BC — AB=e—g=a 
EERE en daar AC =b en / A= 90° is, kunnen 
wij A ACD construeeren. % 
Constructie, Maak / CAD = 90°, AC —= b, AD = a. Trek 
CD en maak / DCB =—= L ADO dan voldoek A ABO aan de 
vraag ; bovendien is BC —# en AB ==g. 
„Discussie. De lijn b moet grooter zijn dan a. | | 
Andere oplossing. Uit x — "y=aen z? —y? =b? volgt j 
© yer =p en #—y =d. De vraag is nu ngen 8 


tot IX (vgl. vraag XV), lo A 
XVII Construeer de lijnen « en y uit de vergelijkingen 2 
Edy=aenat:y=bie 

Oplossing. De meetkundige beteekenis van de vraag i is: 

1. Twee lijnen te construceren, als gegeven is de som dier 
lijnen, terwijl de vierkanten tot elkander moeten staan als 
twee gegeven lijnen; of ook: 

2. Eene gegeven lijn zoodanig in twee Beed to verdoelen; 
dat de vierkanten der deelen zich verhouden als twee JE 
lijnen. 

Men construeert (vgl. VII) eerst twee lijnen AD en BD AES 
(fg. 3), zóo dat AD?:BD? —=b:c, maar 2? ry =d oben A 
gevolg #:y = AD:BD. Men behoeft de lijn 0 dus slechte te B a 
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y=a en v?ry*=bre. 


ke 7 
Br 


EE, 


_gen tot VII en XIII). 


| eye en w:y=b?:C?, 

Oplossing. De meetkundige beteekenis van de vraag is: 
De 1. Twee lijnen te construceren, als gegeven is de som, ter- 
de al die lijnen zich moeten Rn als twee gegeven vier- 


kn _ 2. Mene gegeven lijn te verdeelen in twee deelen, die an 
verhouden als twee gegeven vierkanten. 


5 ii Men construeert (vgl. VIII) eerst twee lijnen OS en BD 
Be 4), zóo dat CD: BD zb? :e? ‚ maar v:y —=b?: ‚ dus 


5 B =CD:BD en daar v-y=ais, is de vraag 8 gee 
bracht tot XII. 


XXI. Construeer de kee x” en y uit de PIE 
eze en w:y=b?: 
(Terug te brengen tot var en XIII.) 
ol E, XXII. Construeer de lijnen «& en y uit de vergelijkingen 
B E: y=b: cen zy =a?. 
ab 
ges Oplossing. Lost men z en y op, zoo is zen en 
EE dus 7 —=y/ (xe ) en verleg) … De 
‘vans is dus eenvoudig. 2 
___De meetkundige beteekenis der vraag is: 
je Et, Twee gegeven lijnen te construeeren , als de verhouding 
en de middelevenredige der lijnen gegeven is; of ook: 
9. Een vierkant te veranderen in een rechthoek, waarvan 
| es grondlijn en hoogte eene gegeven verhouding helied (Vgl. 
' raagstuk VII) 

B „De directe constructie komt in hoofdzaak overeen met die 
van fig. 3. Maak ACB —b 4, zóo dat AC —= 5 en BC —=c 
is. Beschrijf op AB een halven cirkel. Trek CD 1 AB, trek 
ke AD en BD. Maak DH — a en trek FHE//AB, dan is 


je 


in reden - van AD: BD. De Tale is dus tragen Hijs 
_ Construeer Ki lijnen w en y uit de vergelijkingen kn 


Ee De meetkundige beteekenis, alsmede de oplossing van de 
raag laten wij aan den er over (vgl. XVIII, terugbren- 


20e Construeer de lijnen « en y uit de vergelijkingen 


kanten; ; of ook: en 


4e 


a = ed is rd Ne 


ne 






FHxHE=DH? =a? en FH:HE=—=b:e. 
FH is dus z en HE — y, want zy za? en z: vane 
constructie is altijd mogelijk. aten 

XXIII Construeer de lijnen x en y uit de vergelijkingen 8 en 4 
edy =a? en zy =b?, ie de 

Oplossing. Lost men de vergelijkingen op zoo zint men 
mdy=v(e? +262). Daar zy =b? is, is de oplossing BE Nee 
constructie van 1” (a? + (by 2)?) teruggebracht tot no. X. a Te 
Eenvoudig is de oplossing als men de meetkundige beteekenis ven 
der vergelijkingen nagaat. 

1. Twee lijnen te construeeren als men de middelevenredige 
kent en het vierkant, dat even groot is als de som aen vier- 
kanten op de En lijnen; of ook: 

2. Hen rechthoekigen driehoek te construeeren, waarvan 
gegeven is de hypothenuse, terwijl het product der rechthoeks- 
zijden gelijk moet zijn aan een Vogten vierkant, 

Lossen wij het laatste vraagstuk op. 

Analyse. Zij driehoek ABC (fig. 10) 
de gevraagde driehoek, zóo dat / A — 90° 
AC ==, AB =g, v? Hy? =aen ay =b? is. 

b? stelt voor 2 X het oppervlak van A 
ABC. b? is dus ook a X h, als h de 
hoogtelijn is op de zijde BC. en of 
a:b=—=b:h. Men kan dus A constru- 
eeren en vindt dan den driehoek. 

Constructie. Maak BC — a en beschrijf op deze lijn een 
halven cirkel; neem koorde CE —b, trek EF | BC, en maak 
HF — CF, Trek HA // BC en verbindt A met B en C dan 
voldoet A ABC aan de vraag. AC =er en AB =g. 

Bewijs. AC? + AB? =BO? of #2 4-42 =a? en EC 
CF x BO of b? — CF x a en daar CF — HF — AD is(AD BC) Ed 
b2 =AD Xa=2Xopp. A ABC = ag. : 

Discussie. Wil de constructie mogelijk zijn, zoo moet BE 


or < Gaf = {Ja dus dS Fara. 





XXIV. Construeer de lijnen ven y uit de vergelijkingen 
ary =a? en zy =b?. Gan 
Oplossing. Eene directe oplossing van dit vraagstuk laten Î zn 





Las en he DAAN ef 
EERE SE 
BEE MENEER EN A hk { 









Zn wij aan den lezer over. Men zal zien, dat eene oplossing van 
Rn of y geen aanleiding geeft tot eene not constructie. 
6 _Beter doet men dus met de meetkundige beteekenis der vraag 

; KE ma te gaan. Men heeft dan: 

_Ben rechthoekigen driehoek te construeeren, waarvan gegeven 

je is ééne rechthoekszijde , alsmede de middelevenredige VU SSOhEn 

Re. de andere reshthoekgzijde en de hypothenuse. 

Ee BAAL Analyse. Zij A ABC rechthoe- 
EE | kig in A (fig. 11) de gevraagde 
driehoek, zóo dat BC =x, AC=y, 

„AB =a is endusz? — y? =a? en 
zy =b?, 

Trekt men CD _! BQ tot aan het 
verlengde D van BA, ZOO is 
ë CBD A ABC. Friend volg 

BC: AB= CD: AC of z:4a=CD:4 

_en dus ay=axCD=b? of OD =b2:a. | 

CD is dus bekend. Verder is CD? = BD x AD en daar 

_BD — AD =a is, kan men volgens de Constractie van fig.2, 
_____BD en AD construeeren (men weet het produkt en het verso 

_ A ABC is nu ook bepaald. Hieruit volgt de 

Constructie. Zet op de beenen van een rechten hoek IFD 

af FH—FI=ben FK=a. Trek KH en ID /{ KH. Beschrijf 

Bop KF als middellijn cirkel B. Trek de lijn DAEB. Richt 
in A op BD eene loodlijn op; maak DC = DF en trek BC dan 
____voldoet A ABC aan de vraag, BC =# en AB =y. 

0 Bewijs, Dit kan worden afgeleid uit de analyse. 

Discussie. Het vraagstuk is steeds mogelijk, omdat men 
altijd twee lijnen kan vinden, wier product en verschil ge- 
geven is. 

XXV. Construeer de lijnen « en y uit de vergelijkingen 

ls 02 Jy? —a? en z:y=btie. 

_____ Oplossing. De meetkundige beteekenis der vraag is: 





ir Ben rechthoekigen driehoek te construeeren als gegeven zijn : 
Ende hypothenuse en de verhouding der rechthoekszijden. 
Er SE: Analyse. Alle rechthoekige driehoeken, waarvan de recht- 


B, _hoekszijden eene bepaalde verhouding bezitten zijn gelijkvor- 
____mig; hieruit volgt onmiddellijk de 


LF NEN, 
ke in, ’ Tik * 
ij OLEN 


Ban: RD Ds 
Ze Mast / BDE = = 90° (fg. 1 12) 
neem DB: DE =b:c; men Kan dus DB = ben 1 vi) ie 
DE —=c nemen. Neo BC =a en trek CAIDE Pe ki 
dan is A ABC de gevraagde driehoek, AB= kn A 
en AC =y. En 
Bewijs. BO? = AB? oh AC? of ar =t te 
en uit CA IDE volgt: 
AB: AC =DB:DE of z: jn És 
Discussie. Het vraagstuk is altijd mogelijk. | ERN 
Andere oplossing. Oplossing der: vergelijkingen levert hier d 
dezelfde constructies. Immers uit Et, 
je bs CNO: vii beo? ER J Oreye: b? RT) 
en daar #° Jy? = a? is 20 Het)=r?: birg Er Lp 
a: a == OS NEN 
BLA fig. 12: BC:BE—=AB:BD, WE 
Opmerking. De verhouding van twee rechthoekszijden was 
hier gegeven, de methode der gelijkvormige figuren LROG® dus 
onmiddellijk tot eene oplossing. di 
XXVI. Construcor de lijnen « en y uit de vergelijkingen: 
Uy Taen wiy=bie. 
Dit vraagstuk komt geheel overeen met net vorige, wijlaten 
het dus aan den lezer over. | Sie 
XXVI. Construeer de En ven y uit de vergelijkingen ; 
edy=aene:y=b3: 
Oplossing. Men kan ee vraag EA tot no. XII 








_door Ban (2) aldus te schrijven »: y=bin=b: (En D 


=b:8X =b:t of ook tot no. XX door WÔrg, (2) te schrij-_ 


b 
c3 
ven: ”:y —=b?: 5 mm SS Kemzbtis schen 


Eigenaardig is de navolgende oplossing, die steunt op een dt 
vrij bekend vraagstuk, o. a. opgenomen in de Vy raagstukken — 
over Meetkunde van W. H. WissrLink, 3de stukje blz. 24,no0. 127: 

Uit het hoekpunt van den ES, hoek B eens rechthoekigen 
driehoek ABC laat men eene loodlijn BD op de hypothenuse 
neêr en wit D loodlijnen DE en DF op de zijden AB: en B 
Bewijs : AK: CF = AB3: CB3 
(zie „De Vriend der Wiskunde”, dl. IV no. 413). 


{ P fb 
de et ik 
… 
REN 









Constructie. Zet opdebeenenvan 
den rechten hoek B (fig. 13) stukken 
AB =5 en Ae uit. Trek AC 
en vervolgens BD 1 AC, DE en AB ed 
en DF | BC. 608 

Verdeel de gegeven lijn c a in twee a 
lijnen z en y, die zich verhouden als AE 
CAE: CE, fe voldoen z en 4 aan de vraag. î vnd 
Bewijs. vry =aenz:y= AE: CF =AB?; CB3=b?; PCS 
_ Discussie. De constructie is altijd mogelijk. ze 


’ , 


_Het spreekt van zelf, dat aan de Hever behandelde vraag- ES 
Ee bken meerdere neet worden toegevoegd. Bij de bespres 
_ king is herhaaldelijk aan den lezer een en ander ter uitwer- 
B Ee overgelaten. Ten einde de opgeloste vragen goed te kun-_ 0 
nen overzien, vindt men de stelsels van vergelijkingen, waar- * 


4 


a uit de Biberenden zijn opgelost, hieronder nogmaals aange- 


geven. | | | 

ke 3 ab. 1 
A Ae 
—_ II-V. arab jat Laemzbtj a? abt | ' lt 
Et VL a? + az'=b?. en 
DRV 22 sab: 0; VIII #:a=b2 re? | B 

Aj Bt ik IX. tina, 3 v_—y=b. $ a 
Xen Xl. es ty=—= vb € 


B XI en XIIL be wiy==bie. 
B XIV-XVIL rty=g, 'a? dy? =b2, 
even XIX. ztey=—a,r stig? bie 


d | 2 od WKK en XXI, eyed, Be ORG ke û 
BE DENIED 0 at 0V, Zn 
f XXIllen XXIV. z? sys Arse =DE, We € 


Ven AAVL sert? ht, rig =bie. 
XXVII ey zû, DEU OER CH 


_Breda, Oktober 1891, | __ B. W. Monpr, 


/ { | Ht et AN ej 4 î 
OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 101320. — 1 


OM In een regelmatigen vij 


jfhoek een vierkant te construceren, Ù, 


dat met zijne hoekpunten in vier der zijden rust, en de ig 
zijde van het vierkant te berekenen, als de zijde van 


den vijfhoek —=a gegeven is. Ge; 


J. C, Eeen. 


(J.C. Beer, Nieuwe Verz. Vrgst. 2e geel bl, 64 no. 105) 
Oplossing. 





Bad: in K ontmoeten en 


Constructie. Laat AROEL een — 


regelmatige vijfhoek zijn; trek - zien 


dan de diagonaal AC; trek AD 
L AC en — AC; en trek DB dan 
is E een hoek van het qua- 
draat. Trek nu EF | AC, FG 
[AC , enz., dan zijn EF En FG 
twee zijden van het kwadraat. 
Bewijs. 1, A DAB A EFA, 
waardoor BF ;BA = FE: AD, 
2. A BFG» A ABC, waar-_ 
door BF: BA =FG:AC; 
daar deze evenredigheden drie ter- 
men gelijk hebben, is FG == EF. 
Berekening van EF, Stellen wij 
AB = a, AC =d en FG =g. 
Verleng CH en AL tot zij 
trek BK, die AC in O snijdt. Nuis 


A KLH A KCA, waardoor KH: HL —=KC: AC 








of KE: a S(HK +0: d 

waaruit dxKH==axKH Ja? 
a? ad 

en KH = — … en Ke 


Omdat d == zal 5-1), zoo heeft men voor de lengte van BK: 


1 


_— 
ein TT 


ar” 


In 
ja TB (E+215) 


(10 — 21/5) 


OK =y (oK? ge). 



























Js En Ke RO PEER pr ATEN ee | 
in a worden uitgedrukt. Daartoe hebben wij 
Re ad ee J- 1) 5 a? (1/5 + 1) ee 
ie | Í 9 
nd zeB tia ges — 1) zi 
PEA „Kot! ee Zj 
nak d 
Jan 
su is OK= Ben — Le) Ee A 
| zak 
=y ze (44 Gr B a? (6 + 275)| d 
B De La (50221 5). EE 
Pe \ Hierdoor is BK _ 4) zi 
B EE e- | À 


10 
ur 


=i° De | 6042015 2E T 22 UO 7175) A 


RD. ite 
B ee 
Ee ess Sen yu 
PE ee Ct rend 


ay foo20vs +2 80-4-1205) 


ER 


ET IE Ee 


> B herl tard tal = 


he ak 


ar. 


EE 


E BEL. av (204815) =ar 6 +215). 
Rt De de A A FBG en ABC is: FG: AC = BFE: AB 
Ben ____«&:d=BF: a dus BP — 


Inde AA AFE en ABK is: AB: AF =BK: FE 
of a:(a—BE)=ar (64-215): e ee 


a :(« — En zaw(bt-2r5):e 


did) =arbd2v5):e. 
Hieruit is B Ge dE LOAD) | 
adv (B-2v5) av (52ri)xialr il) 
dav 5) av (642 5) dar 51) 


„ier 


dus e= 


‘ 












Er 


__eene jn te A een ander hulpvierkant Re 


ole, daar ER 


A BCO is A 








bee Ca de Pen 
2625 5) 

Eg dar 6425) AC. BK / 
3 dkar GPD) AO TAC + Re 


Opmerkingen. 1) Uit de constructie blijkt, dat men 
groote vierkanten in een regelmatigen vijfhoek construeeren 

2) In plaats van het vierkant op de diagonaal te gebruiken 
als hulpvierkant, kan men door parallel aan de diagone y 


Ee bthontnh Trek de bissectrix CE 4 van LCB, 


BP: POS BOO mn a : J 
(BP + PO): BP — (BO nee ‚BC Ë on 


On {a gelten; 
Ho EG BER BG se 
Ben. 


Ben in 47 C@=eders=i) 


L BCP =; L BOO = LOMG =180, + 

bee BOSE ee en A GCM = 108° dus _ 5 zl ke 
( A BPO mA OMG: 4 CO 
ite > GM:BC=CG:BP Be 
Pra las Nee — D| Bev (251015) 8 2 (8 


miles aren woor nv 


GET. jk sr" k Pr 
; VEE Sr 
BarÂ in 1 í 


F 
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Tweede oplossing. 


Constructie. Verleng de zijden 
\L en CH tot zij elkaar in K snij- 
den; trek BK en verleng haar 
met KQ = KL, trek AQ en 
KF // AQ, dan is F een hoek- 
punt van het gevraagde vierkant 
FGME. Trek nu FG // LH, 
FE//BK, GM // FE en EM // FG, 
dan is FGME het gevraagde 
vierkant. 

Bewijs. Trek de diagonaal AC, 
dan is AC—=HK=LK. Uit de: 
gelijkvormige driehoeken BFG en 
BAC, FBK en ABQ, ABK en 
AFE volgt: 

FB: FG —= AB: AC 
BK:FB=KQ:AF 
AB: BK == AF: FE 


AB: FG =AB.KQ: AC, FE 
maar KQ = AC, dus 
AB:FG=—=AB: FE 
dus FG=FE, derh. FGME is 
het gevraagde vierkant. 


202, Bewijs, dat de stukken Alf, BH en CH der hoogtelijnen 
AA’, BB’, CC’ van A ABC als koorden in zijn omgeschreven 


cirkel uitgezet , samen een boog van 180% onderspannen, 


De Vriend der Wiskunde, 





G. Worpa, 


Oplossing. 


Trek uit A en B de middellijnen 
AD en BF, vervolgens CD, CF 
en AF, dan is / DBA — 90°, 
dus BD//CC'. Evenzoo is CD // 
BB’, derhalve is CDBH een paral- 
lelogram, CD == BH en DB == CH, 


VII, 2 


et Ae ATA 
RL PRS 3 


een boog van 1800. G Wórbsn oe 


BC; AF, AE en BE zijn dat eveneens. Samen Sen zeeen 


“waaruit volgt: AO:AC=—=0OD: OC en AO X OU =D x AC 





Zio’ is ook CF = AH. Devil BF eene ‘middel ni d Ss, Din Á 8 ie 
derspannen de 3 koorden BD (—=CH), DC (= BE), Cr (= AH) — 





Opmerking. BD, CD en CF zijn loodlijnen op AB, AC en sr ì 


Bevel Jeho in, die, zooals gemakkelijk uit de figuur te zien ns 
is, tweemaal Ei groot is als de driehoek. (Zie: A. J. vAN- 
Breen, Merkwaardige punten en lijnen in den vlakken drie 
hoek. Blz. 34.) ne 


703. Bewijs, dat het product der middellijnen der om- en in- 
geschreven cirkels eens rechthoekigen driehoeks gelijk is 
aan het halve product van de bisectrices der scherpe 
hoeken vermenigvuldigd met 7” 2. AETR 


Bewijs. 


Maak DO == OB dan is 
LODB == 45°, derhalve ADO 
— 1359, ‘mgars LAD 


; 7 ENIS : LO HLB = 1850, 
dus / ADO =/ AOC en daar 


ú ZL DAO = Z OAC 8, is A 
A AOC A AOD. zn 





en daar OD == OB is, heeft men AO X OC == AC X OB. „8 
In „De Vriend der Wiskunde”, IV, 1889, is op blz. da nÓ. 
361, bard he 


| AO X OC= EO x AF, derhalve OB x AC — EO XAF Re 


AC —=2R en OB=ry/ 2; want OG 1 AB, dan is OG =r, 
dus A OGB rechthoekig gelijkbeenig, waaruit volgt: 


IR Xryv2 = 5 EC XAF. 


of AR Xry2—= EC XAF. 
4RX2rzz=ECXxAE Xr 2 


iRr=g ROXAE XI On 


- Ae ’ 
rt Teo EN 


Re re Ter ee err, NEN En eN Be P 
re ee A berte ai / 






Be Tweede oplossing. 


AO X OC x OB = 4 Rr? 
3 | OB =r2 
Ie AO x OC = DE 12 
Tree 
maar AO x OC = 3 l zo xAF 
get 
En dus 4 Rr =5 EC x AF x1/2. F, 
2 Derde oplossing. 


OER ac: Ged): BF = ac: (b+-c) 
Am zet. ere :(bJ-c) 





5 et =2a2b: (a+ 5) 
_ _AF?.CE?—4a?b2c?:(ad-b)(b +0) 
IK Bee 8 a? b? c? ere pArOn es GADE 
Me Blah) adt)? 7 Ast 
WR Bntaan biet Zar cf 

s? sn 


grind R2 == 32 R2 42 
AF.CE =4Rr ij 2 


zE 704. Zij ACJB een quadrant en BE parallel AC getrokken. 


be Uit een willekeurig punt D dezer laatste lijn wordt een 
DE Kn cirkel BOES beschreven, welke AB in B aanraakt en 
________het quadrant in J snijdt, Men trekke CB en CJ en 
he verlenge deze laatste tot S. Bewijs, dat de afstand CJ 


korter is dan CO. 
Oplossing. 

Men verbindt A met J, dan zal deze 
rechte den eirkel BOE raken. Want, 
wanneer men DJ trekt, dan zal DJ 
gelijk DB zijn. Daar echter DB het 
quadrant aanraakt, zoo zal ook DJ het- 
zelfde doen, en bovendien loodrecht op 
den straal AJ staan, Dus raakt ook 
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AJ den cirkel BOE in J. Daar nu de hoek AJC grooter is 


dan de hoek ABC, daar hij een grooteren boog insluit, zoo 
zal ook de hoek SJN grooter zijn dan de hoek ABC; dus is 
de boog JES grooter dan BO; en de lijn CS ligt dus dichter 
bij het middelpunt dan CB: dus is CO grooter dan CJ, want 
SC verhoudt zich tot CB, als OC tot CJ. 
| Hetzelfde vindt eerst recht plaats, 
wanneer BJC minder dan een qua- 
drant bedraagt, want de loodlijn DB 
zal den cirkel CJB snijden: dus zal 
ook, daar DJ gelijk DB is, de 
hoek DJA een stompe zijn en AJN 
den cirkel BJE snijden. Daar nu 
de hoek ABC kleiner is dan de hoek 
AJC, welke laatste gelijk SJN is, 
deze echter kleiner is dan die, welke 
| SJ met de raaklijn in J maakt, zoo 
zal des te meer de boog SEJ grooter zijn dan BO, waaruit 
dan het overige volgt. 





705. Beschrijf op eene lijn AB als middellijn een halven cies 


kel, richt in haar midden C eene loodlijn op, welke den 

halven ecirkelomtrek in F' snijdt, vereenig B met F en 

trek uit B eene rechte, welke CF in D en den omtrek 

in E snijdt. Bewijs nu, dat BF middelevenredig is tus- 

schen DB en BE, 
j Oplossing. 

Trek EF en door B eeneraak- 
lijn BG, welke parallel aan de 
rechte CD zal zijn; Z DBG 
zal dus gelijk zijn aan / FDB. 
Maar / GBD is ook geliĳk 
aan Z EFB, dus zijn de drie- 
hoeken FDB en FEB gelijk- 
vormig , dus 

BD: BF = BF: BE. 

In de figuur ziet men, dat D tusschen B en B en ook 

dat E tusschen B en D kan gelegen zijn. 











we D 


Er RPR s An EEN Ee 
= erven rs 
A Rr ed Aj dk 
4 FAN „jn ; 


„ Construeer een A , als gegeven zijn: 
een zijde, een aanliggende hoek en de straal van den in- 
geschreven cirkel, 
(Eindex. Gymn. Leiden 1887). 
“ Oplossing. 
_Neem op eene rechte een stuk AB gelijk aan de gegeven 


ij B mite Maak in A of in B een hoek, gelijk aan den gegeven 
_ aanliggenden hoek en deel dien hoek middendoor. Het mid- 
_ delpunt van den ingeschreven cirkel ligt dan op die deellijn. 


Trek op een afstand gelijk aan den gegeven straal eene - 


__rechte parallel aan AB, dan ligt ook het middelpunt op deze 
_ parallel. Het snijpunt dezer parallel met de bissectrix van 
_ den gegeven hoek is dan het middelpunt van den ingeschre- 
__ven cirkel. Beschrijf nu dien cirkel. Trek uit A en B raak- 
_ lijnen aan dien cirkel, welke elkaar in C zullen ontmoeten. 
“Driehoek ABC is dan geconstrueerd. 


Bespreking. Uit de constructie blijkt, dat er 2 fenol 


kunnen voldoen, welke echter alleen in stand verschillen. 


Een driehoek roldeöt. als het raakpunt ligt op het midden 


_ van AB. A ABC is dn gelijkbeenig. 


Geen driehoek verkrijgt men, als r —= ZA B, òf als > E AB is. 


Is r=j AB, dan zijn de raaklijnen uit A en B getrokken 


_ 
« 


tt parallel, ‘zoodat ze elkaar niet snijden, en dus geen driehoek 


vormen. 
_ Is 5 AB, dan snijden de raaklijnen elkaar aan de tegen- 


gestelde rijde van AB. Er ontstaat dan wel een driehoek , 


doch de gegeven cirkel is daarvan een aangeschreven clrkel. 


107. In een rechthoekigen A met een hoek van 30° is een 


__eirkel beschreven. Te bewijzen, dat de omtrek van dien 
A zich verhoudt tot de middellijn van dien cirkel als 


(64-313) tot 3. 
_____(Eindex. Gymn. Leiden 1887). 





Oplossing 4 caat en OE 4 
Zij in A ABC / A == 30° en /_ B — 90°, Dan is „Bnn HB 

BC =2a en AC —=arv 3, dus omtrek A ADO AE NN | 8 
De middellijn van den ingeschreven cirkel is gelijk aan de ) 

som der rechthoekszijden verminderd met de hypotenusa, GRE 
2r=al—ld-r 8). Derhalve: 


omtrek AABC ___ 8dv8 64813 
middellijn ing. cirkel _ —1 +13 CE Zn 
Tweede oplossing Dn ge 
k 20 arv3 ar] | 
WOE eo AE-S | Ki 
id Omtrek : middellijn = a (5 - v3): 2ar8 za 
Nn SF 


—=(3 1 32:21 3 —=(12H- 61 3): 23 
—=(6 431 3): 3. 


„108. Wanneer de G.G.D. van de som van 2 getallen en van 2 
| de som hunner quadraten een oneven getal is, is dat 
getal ook de G.G.D. dier 2 getallen zelf. bami WE 


Oplossing. 


Stel de getallen a en b, de G.G.D. d, a + b = pd en bo 8 
a? Jb? —=gd, dan zijn p an q onderling ondeelbaar. ni Te 
Men heeft: (a + b)? = p?d?2 
at Jb? =gd 
2ab = p?d? gd tod on 
Er volgt uit, dat d, als d geen even getal is, op ab deel. BRE 
baar moet zijn. GASSEN 
Is d deelbaar op ab, dan moet d deelbaar zijn op a, of op oon of 
b, of op beide. Maar uit aJb=—= pd blijkt, dat d deelbaar _ — 
is op beide, of op geen van beide, doch niet op een van ES 
beide, d. i. niet op a of 5 alleen. Er volgt uit, dat d deel ik ek 
baar is op a en 5 beide. | f 
Stelt men nu a = md, b—=nd, dan moet nog bewezen wor- 
den, dat m en » onderling ondeelbaar zijn. Dan toch is d A | 
de G.G.D. van a en Z, a 






0 
ve a 
- 


ma Eerd 


_ gelijk 


ie neef a = ne b deld dus a db — (m + nd, 


Uit deze en uit de eerste vergelij 


B Ondat p en Ô AE HEELE Odeerbaar 1e zijn, zijn ook zo 
en (m? J-n°)d onderling ondeelbaar. Hadden nu m en n wel 
een factor gemeen, dan zou deze ook een factor van m J- # 
en m2 A n° zijn en dan zouden p en q wel onderling deel- 


baar zijn. Doch dat kunnen p en q niet zijn, derhalve kun- 


nen m en „ het ook niet zijn. 


_ Voorbeeld. a—=105—15.7 en a42—=11025 


b—= 56—= 81 b2 — 3136 


ad-b—=16l=287 a? Jb? — 14161 = 20237 
De GGD. 7 vana 4-b=161 en a? Jb? =14161 is ook - 
de G.G.D. van a = 105 en b == 56. 
Opmerking. De stelling gaat niet door, wanneer d een vol- 
komen vierkant is. 


709. a, In een vierkant, waarvan de zijde gelijk a is, vereenigt 
men de middens der 4 zijden; men verkrijgt dan een 
vierkant, waarvan men weder de middens vereenigt om 
een nieuw vierkant te bekomen, en zoo vervolgens. Be- 
paal nu de grens der som der inhouden van al de vier- 
kanten alzoo verkregen. 

b. Pas hetzelfde toe op een gelijkzijdigen driehoek. 


Oplossing. 


a). Als men in het gegeven vierkant de middens der vier 
zijden vereenigt, verkrijgt men een vierkant, waarvan de in- 
houd de helft is van het gegeven vierkant. Het volgende vier- 
kant zal wederom de helft zijn van dit en zoo vervolgens. 

De inhoud van het gegeven vierkant is gelijk a? , de in- 
houden der geconstrueerde vierkanten zijn dus successievelijk 
ä* a? ata? 
24816 
en stellen eene afdalende meetkundige reeks voor, waarvan 


2 
_de eerste term 5 en de reden À is, De gevraagde limiet is 


2 





Rp À AE ) 
dus S eee ee a, E ed nt Tes N 5 











De geconstrueerde vierkanten zijn dus samen zoo groot als 
het oorspronkelijke vierkant, | 


_ 6). Als men in een geliĳkzijdigen driehoek de middaas der. 
zijden vereenigt, verkrijgt men weder een gelijkzijdigen drie- Ji 
hoek, waarvan de inhoud gelijk is aan het vierde gedeelte 
van den oorspronkelijken driehoek, omdat zn zijde de helft ; 
is van de zijde van den gegeven deheen 
De inhoud van den gegeven gelijkzijdigen driehoek gelijk 


2 
5 3; de inhouden der geconstrueerde gelijkzijdige Eine 


hoeken zijn dus successievelijk en aan 


a? 2 4 


en stellen en Rn afdalende meetkundige To vos waarvan 


Dn A 8 
de eerste term Eioutrane de reden is De cede limiet 
is dus 

a. a? 
ge dE ON 
ALT SNN 
4 á 


De geconstrueerde gelijkzijdige driehoeken zijn dus samen En 


zoo groot als 5 van den gegeven gelijkzijdigen driehoek, 


710. Los vz en y op uit de vergelijkingen 2 


7 (ey) =2 en (we +4y)3 —= 279936. 
Oplossing. A 


Vet)? en eHy)3 219936 =27 37 






GN en 
Es. - en He 


A È SN (A) =2,7 Tr 428 id 







A 





Hoeveel termen BrOEE men nemen van de meetkundige 
ij reeks 8 ft, 2,1... opdat de laatste kleiner zij dan 0,000001 ? 







Op lossing. 





De den! der reeks is 7 Men heeft dus 









Rr B mi j ea 
Dr 2 1000000 

k 1 ze 1 
en 8000000 







2 _{ 8000000 


2 < 16000000 of {24.106 
nlog 2 {4log 2 +6 
__ (—4)log 2 (08 


nE4t 4 of 










of < 19,9... 





6 6 
log2 < 050103 
RGA 199 of. 1 CBD, 17 










del _Men moet dus ten minste 24 termen nemen, opdat de laatste 
term kleiner zij dan 0,000001. 
Men vindt voor den 24en term 0,000 000 953 674 316 406 25. 






AEN Men Ee de som der reeks: 







x 
- 


| Sachen B 
Statstatatatstgtg te ig 
| Oplossing. 


De rooks kan gesplitst worden in 3 andero d 


rde + NOA vit DA NE AP EN 
Ô , Á re Ep le ND , Pe 7 er fi 
EE Ar An Pt PO EN PE Ep ii ie 
NENDE € Cs Ae dt HERE LAA PE Dr BEE 26 er B 


€ ed } E 
PE iet is ek or ze 
A4 ge f ú TE) Ì VS KE Dd 








A Er nd) ke, 8 B Ì 
bn GM 3 RE 
Ee Sn 8 
Ë 5D DT NE enen 

É 5 Tgitgr dt ET COEN 
ĳ 4 

Bij: 4 da 82 BEN 
De | 82 E BEER 88 Le CAE T Tt / 
B | 33 | 

B eG í 

| Dorjee Ben 
erat ti 
É f 1 TR, 33 

e Burde 192 +325 _ 929 


Tweede oplossing. _ 
5 


Bit on OE | 
Sgr tstgtgtgte: 
Nn À 84 eo 
PSA SADE (sta dan 
EBB AB ni 


29 
Be IS 192 +32 +5 = 229 en S= 










Derde oplossing. | E 

De noemers der termen der reeks zijn de opeenvolgende 
machten van 8. De tellers zijn 3, 4 en 5 steeds in dezelfde _ Hee 
volgorde terugkeerende. De reeks stelt dus eene e repeteerende Jt ge 
breuk voor in het 8-tallig stelsel. 
Men heeft dus in het achttallig stelsel 


Bard BSA 
WOE 
waarin 10, in ’t 8-tallig stelsel gesl ens de 8 us het tien- | 
talig Kdasel vervangt. | 
De som der reeks is dus EN in het B stelsel ots 4 / 
3.82 4.85 19243245 
1.827.817 448 H 567 Se 


in het tientallig k 
stelsel. A0 


def tej BLT 10 
BLHyY-6=16of 100 
AO 
a 34 y 
E erstó vergel. kan geschreven worden : 
Sorry 3 ry 3 
32 y 3x + vy d-vy He 
Get en — (3x — ME 
ba 
j AR WS 
ar —y ee 


Roane ed. 
8 1 
2 eaf te 
er he dn 
Rd 16y 4-94 


0 | 1 
| oak) of vr (d) 


Door Bast. van (c) in (4) Door subst. van (c) in (5) d 
IH3ry1l0=0 BEAR 
3 


aart [tot 


VAA B 3 E03) 


el E31 385) 








Be REN \ } hij En EN : ER RANEe 8, ET ANR 
} ET Are 4 ot 4% EE, > A a 4 We | ve 
Door subst. van(d)in(a): Dée: sab van un (d) on 
yvy 100 viv 4=0 
1 361 1419 : Lee (5 
— 5 TE mi LEE ne 
bte BETER Vat gr 7-9) 
i 4 
y= Bef Vy = GE 3385) 
100 1693 + v 3385 
y= of Erk WN 
18 | 
eel ee | ee et 
BOT eo 
Van deze acht paren wortels voldoen slechts de twee eerste 
paren aan de gegeven vergelijkingen. nr TOGERn 


714. Van welke 3 getallen is het K.G.V. 9240 en de GG. D, 242 
(J. VersLurs, Deelbh. & Rep. Br. no. 8). 


Oplossing. 


Als men de getallen door 24 deelt, hebben ze geen G.G.D. 
deeler meer. Hun K.G.V. wordt dan Ee 9240: 24 = 385. 

Nu is 385 —=5 XxX 7 X 11. De getallen kunnen dus zijn 5 X 
24, TX 24 en 11 X24 of 120, 168 en 264; 385 is echter ook 
et K.G.V. van de getallen 5 X7, 7 X11l en 5 X11. De ge- 
tallen kunnen dus ook zijn 5 X 7 X 24, 7X11X24 en 5 Xx 
11 X 24 of 840, 1848 en 1320. 

385 is ook het K.G.V. van 5,7 X 11, B x1: 5, 7110 
RRT CO En ade Lose, BXL, DX san 7x5, Tx; 
11, 1X5, D Xs1L55, 7, Ot Ln br rss OL LT 
Dille A LM, 5 XI; DBX 7; 15,7 X 11; 109 
5 X 1 tt 7 X 5. 

Al Hape stellen en ook niet meer, maar met 24 vermenig- 
vuldigd, geven antwoord op de TE 

Dat er vele antwoorden kunnen voldoen blijkt hieruit, dat 
ter bepaling van 3 onbekenden slechts 2 gegevens zijn, wraae 
uit geen derde is af te leiden. G. Worpa. 


715. Toon aan, dat elke geheele derde macht behoort tot den 
vorm %p of Ip dt 1. | 
(J. VersLuvs, Deelbh, & Rep. Br. no. 9). ‘ 







B En ‘ _ Oplossing. 
Ô AE: _ Elk getal is òf een T-voud, òf een 7-voud +1, òf een 7-voud 
__ 2, òf een 7-voud +3. 
Men heeft dus: (7-voud)? = 7-voud, van den vorm 7p; 
___ (Z-voud +1)? =7-voud +1, v. d. vorm?p tl; 
pi (T-voud + 2)? —= 7-voud + 8 —7-voud +1, v.d. vorm Zp + 1 
A (Z-voud + 3) = T-voud +27 —= T-voud F1, v.d. vorm Ip 1, 


Tweede oplossing. 


| _ Is het getal G een 7-voud, dan is G3 ook een 7-voud en v. d. 
___vorm %p. | 
Is G geen 7-voud, dan is G°® —1 een 7-voud (Theorema 
van Feruar). Maar GS — 1 —=(G31)(G?—1) dus 03 El 

is een 7-voud, derhalve is G3 van den vorm %p + 1. 


716. Hoeveel bedraagt het aantal en de som der deelers van 
864360 ? 
(J. Versuurs, Deelbh. & Rep. Br. no. 10.) 
Oplossing. 
864360 —23.32.5.7%; het aantal deelers is dus (volgens 
8 15 in bovengenoemd werkje) (3 + 1) @ HD(L 4-1) (4 +1) 
= 120, terwijl volgens $16 de som der deelers gelijk is aan 
geej 331 Dil 751 
BR reen Gade 
mA MAU 


717. Als in een opklimmende rekenkundige reeks 2, 3,5, 7, 
ds 11 . . . op elkander volgende termen ondeelbare getallen 
zijn, dan is het verschil der reeks resp. deelbaar door 
2, 2.3)2.3.5, 2.3.5.7,2.3.5.7.11, ………, 
mits de 1e dier termen resp. > 2, 3, 5, 7, 11, …. zijn. 
Bewijs dit. 
(N.L. W.A. GraveLaar, Lrb. d. Rek. II, $ 139, no. 18). 
Oplossing. 
Zij p een ondeelbaar getal en v het verschil van een reken- 
kundige reeks, die uit p geheele termen bestaat. 
Is v niet deelbaar door p, dan kunnen geen twee termen 





van de reeks bij deeling daar p dezelfde rest overl want 
dan zou hun verschil (een veelvoud van v, waarvan. de coëf- 
ficient kleiner is dan p) deelbaar zijn door De wat onmogelijk is 
(Lrb. d. Rek. I, 8 144). 

De resten, die men overhoudt, zijn dus verschillend. En 
daar er p EEn kleiner dan p komen, is éón dier resten — 0. 

Hieruit volgt indirect, dat v deelbaar is door p, zoodra 
geen der termen van de reeks bij deeling door p O tot rest 
overlaat. 


Van een rekenkundige reeks, die uit een Onde aan- is 


tal geheele termen bestaat, is dus: 


1). één en niet meer dan één der termen door dit A 


deelbaar, als het verschil er niet door deelbaar is; 

2). hief verschil door dit aantal deelbaar, als geen der En 
er door deelbaar is. | 

Stel nu, dat er van een opklimmende rekenkundige reeks 
een ondeelbaar aantal (p) op elkander volgende termen, waar- 
van de kleinste grooter dan p is, ondeelbare getallen zijn. 

Omdat geen der termen door p deelbaar is, zal dan voor= 
eerst het verschil der reeks deelbaar zijn door p. _ 

Is verder q een ondeelbaar getal kleiner dan p en neemt 
men van de p termen der reeks er q , die op elkander volgen, 
dan vormen deze een rekenkundige reeks, waarvan geen der 


termen deelbaar is door q, omdat zij ondeelbaar,en grooter | 


dan p, dus ook grooter dan q zijn. Hieruit volgt, dat het 
verschil der reeks ook deelbaar is door q, d, i. door een wil- 
lekeurig ondeelbaar getal kleiner dan p. | 
Het verschil der reeks is dus deelbaar door ieder van de 
ondeelbare getallen tot en met p, dus ook door hun product 
(Lrb. der Rek. I, S 120). N.L. W. A.G. 


718. Als een meetkundige reeks uit 6 termen bestaat, dan is 


het verschil der uiterste termen grooter dan 5S-maal dat 


der middelste termen. 
(N. L. W. A. GrAVELAAR, Lirb. d. Rek, II, 148, no. 20). 


Op ossing. 
Rangschikt men de termen der reeks, die stilzwijgend ver 
ondersteld worden rekenkundige getallen te zijn, naar opklim- 


“ 
ú 
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À, bi 
£ mf 
ge 
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é ed Ee ze, 


« 
he ER 
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iet ae 
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oe 
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_me Eb Bidt. zoodat het quotient der feeks grooter dan één 
CAS, dan moet bewezen worden, dat men heeft : 
EE aq* — a) 5 (ag* — ag°) 
ee DE gs —1)5g?(q—1) | Aj 
AANEEN Ap. 3 xk 
BIE OEE e Bende gd 1 0? | 
ge Bs Ì 1 1 7 
ME Cetn)tltj)ts | 
En dit is inderdaad het geval; want daar de som van een 8 
jee Bgtal en zijn omgekeerde in het algemeen ) 2 is, zijn q? + je 


EE en RE — ieder afzonderlijk > 2. 


Opmerkingen. 1). Is q=—=1, dan zijn beide verschillen — 0, 
4 É zoodat men dan kan zeggen, dat het verschil der uiterste 
18 termen gelijk is aan 5-maal dat der middelste termen. 

2). Men kan de stelling algemeener maken door in paas 


van 6 en 5 resp. te lezen 2n en 2n — 1, 
Á N:.L. WS As Ot 


_ 719, Als een meetkundige reeks uit een oneven aantal termen 
Be bl bestaat, dan is de som van de 2e-machten der termen 
AES gelijk aan de som der reeks vermenigvuldigd met het 
NE — _ verschil tusschen de som der termen van oneven en die 
NE € van even rang. Bewijs dit. 

pd El L. W. A, Graveraar, Lrb. d. Rek. II, S 148, no. 21.) 
vd Oplossing. 

be Zi van de reeks de le term — a, het quotient — q en het 
aantal termen —= 2n +- 1, dan hoeft men (Lrb. d. Rek. 11, 


8 145): 
nj sen som van de termen der reeks 
id $ 7 8 1 2n + 1 
zi} n aan 
A =a jag Hag? +... Hag mn 
Ke som van de 2e-machten der termen 
ji 1 An + 3 
za? datg? Hargitt... ta?g Vd? Ld 


_ Deelt men de som van de termen op de som van de 2e 
machten der termen, dan komt er dus: 
Ei An + ie In +1 2n +1 


Ere ERO, 
| 1 —g? 1-—-g 1+-gq 


En deze vorm levert bij onbrikkallig volgen s 108. van | 4 


ons Leerboek der Algebra (Uitgave Wolters) op : 


a (1 2) zonder binomiaal-coïfficienten 
In — 1 2n 
=A—0g Hag — ag? J-....—ag ag , 
d. i. het verschil tusschen de som Hse termen van oneven en 
die van even rang, waarmede de stelling bewezen is. 


N. LW AG 


” 720. Opdat een getal een vierkant zij, is het noodig en vol- 
doende dat de exponenten Zen priem factoren even zijn. 
Bewijs dit. 

Oplossing. 


1°. De voorwaarde is noodig, want als A —= B? ‚ terwijl 


a, b, c‚.... de priem factoren van B en p, q,r,....de expo- 
nenten dezer factoren voorstellen, dan heeft men 
Ama bieb etn 
2 2 
of wel Amza?be 
Dewijl A maar op eene wijze onder dezen vorm kan ge- 


bracht worden, ziet men dat de exponenten van deze priem - 


factoren even zijn. 
2°, De voorwaarde is voldoende. Inderdaad, als 


2p.2g 2r 
A4 b@vasses 


heeft men AS bre seen arb ce 


En ( v' en 


Hiermede is de eigenschap bewezen. 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN , 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


180. Een driehoek te construeren , waarvan gegeven zijn : 
de tophoek en de sommen van elk der opstaande zijden 
met de grondlijn, F. S. te R. 


In „De Vriend der Wiskunde”, 1 (1886), blz. 192 no. IIL en 
Jrg IV (1889), bl. 181 no. III, vindt de lezer twee verschil- 
lende oplossingen van dit vraagstuk, 



























_ Derde op B 


A BO. zijn gegeven / A, AC En BC = b + a en 
BC =c Ja. Met deze Beven: kan men een A ADE 
construeren als men AD —= ec + a en AE —=b a neemt. 
In dien driehoek moet nu eene lijn BC getrokken worden, zoo- 
d Gan nig dat DB —= BC = CE zij. Neemt men BC als Beton 
Aan, dan kan men uit C eene lijn CF'//AD trekken en gelijk 


je CE —a nemen. Vereenigt men nn F met E dan is A CEF | 
on gelijkbeenig en Z CEF = En bekend. Vereenig D met 
dan is vierhoek DBCF een parallelogram en, omdat CF == 
Ae )— DB —a, is DBCF eene ruit. Men heeft nu de volgende 
| _ constructie. Construeer A ADE uit de gegevens. Neem op 
Je en AD een stuk AG — AB, dan is A AGE geliĳjkbeenig en Z 


ABG = Ee 


Res ceno lijn PH (| AD, dan is A HPE gelijkbeenig. Trek PI 
naar DE zóó, dat PI PH — HEzij. Trek DF//IP, FC// 
p, PH en CB // DF, dan is DB — BC —=CE en A ABO Beans 
strueerd. 
Ri Bewijs. A AEG en A HEP zijn gelijkbeenig. Men heeft 
£ B LPs DE HP: EE == PH: FC 

5 omdat IP — PH is genomen, is ook DF —=FC. Maar FO/ 
E ÊE, dus is'ook A FCE gelijkbeenig en FC=CE. Verder 
ie is BC |/ DI en FC |/ BD dus is DBCF een parallelogram , 
Ee waarin DB = BC, omdat DF = CF is. DBCF is dus eene 
ruit Dus DB =BC=CE A ABC is dus de gevraagde. 
B Er is maar een driehoek mogelijk. 
î en _No. 190 is hiermede te gelijk opgelost. 


Trek uit een willekeurig punt P van EG 


9 B ph de De En 6 som Ee a 


A Eiobrdakte ex. Amsterdam, 1891.) Pe 
Rn 


EMen kan de reeks beschouwen als eene repeteerende acht- 


Be deelige breuk. Men vindt dan a limiet der som 


2354 _ 34 ‚28 
TS 133’ òf zj (Gent, stelsel). 


d De Vriend der Wiskunde, VIL, 3 
















KS (TE 

G 8 Hats 4 + IE Zhen s) td 
__ 1260 zon 1260 Tee 

RBR Tg 88 + gr deens EU 

1260 84 1260 1260 Zn 
TREE Sl 40 

Derde oplossing. | 


5 | De wet kan Rt Ee in Ge oe ft 
bkedrdidedededtn ore 
(Gtt) (gate B | en 

BNG 4 4 NE 
di (5 +5 ed tj (at 5 A) 


in BS en 82 4 1260 
Sd een De 4095 5 18 





Vierde oplossing. sh 
8=5 Is B le Te, Hat ht in nn te 


81,8 —2,82H3. 8D. eren gate) Re 
9.843.825 8HAHS 8 
(Bt —1)S—=2.82 3.82 45.84 
4 


S —= 
13° ZN 
0 


182. Drie kapitalen, die met f 500 opklimmen, staan rospeo- 


tievelijk uit tegen 35 UA: %o en 5 ol, en DEENSE ge- 4 Â 


12 
(Hoofdakte ex. Amsterdam, 1891.) 


Oplossing. 
De drie En brengen te zamen DB, 


get 4 ns 


middeld 15. of, rente op. Hoe groot i is het kleinstekapitaal? Jij 
















| B. en Aars xf tn zt 10 Bea 1D re. 


EN rt 


BES B rdoten EE zich als 8, 9 en 10. A vereen 8, 


Re B. 4 dagen. Indien C aan het eind 1e maal zooveel 


8 verricht heeft als A en er f 174,40 aan het werk is 


_ verdiend, vraagt men, Raareel ieder van die som moet 


en ontvangen. 
__(Hoofdakte ex, Amsterdam , 1891.) De 
A: IE | | Oplossing. 

Ef De krachten van A en C eeen zich als 8: 10. C ver= 
| richt dus in denzelfden tijd 1 maal zooveel A A. Nu A8 
oe verzuimd heeft, verricht C 1 maal zooveel als A, 


B K hoof dus 1d 1 5 = 4e maal zoo lang gewerkt als A. 


3 | A arbeidde cue 28. C 36 et en B 32 dagen werkte. 


Te 10; de dst moeten bieovols ie elkander staan 
als 28: 36: 45. Van de f 174,40 moet A derhalve f 44,8, 
B, Hs 57,6 en C f 72 ontvangen. 


en 


16 tot dat van Q als 3:5. P wint f300 meer dan 20 °/,, 
_ terwijl Q f 400 verliest. Als het geld van P zich nu 


Dhondt tot dat van Q als 21:16, vraagt men, EIS 


Ak _ hoeveel elk den handel begon. 
3 potgakte ex. Amsterdam, 1891, BRS 


Hieruit leiden wij af, dat, ° oJ, van het Ellie HN 


EP. en Q handelen ieder voor zich. Het geld van P staat 


hm" 





Oplossing. — EN eend 
__Had P alleen 20 ol, gewonnen en Q niets, dan was ie versn JN 
houding geworden als 3,6:4 of als 9:10. P wint nog f 300; #98 


_zou de verhouding gelijk blijven dan moest Q me x f 300 = RE 
1 333 gewonnen hebben. Deze verliest echter f 400. Het ver- 


schil groot 7 885 gld. maakt dus dat de verhouding van9: 10 
„wordt als 21 : ie. of de verhouding van 63 : 70 wordt als 

63: 48, Hieruit volgt dat het kapitaal van P f 1335 : (70 — 2 
of 835 x f 68 — f 2100 en dat van Q 335 xfás.= f 1600 8 

nardie, P, is dus met f (2100—500) X 10 _ — f 1500 en Q met 

fe 1600 + f 400 —=f 2000 begonnen te handelen. 

185. In een kamer ligt in ’t midden een iekie dat 35 M. 


breed is en en deel van den vloer bedekt. De kamer is5M. 


breed en de omtrek van kamer en vloerkleed is samen 38 3 À 2e 
M. Hoe lang is ’t vloerkleed ? On 
(Hoofdacte ex. Zwolle, 1891). 
Oplossing. 
Was het kleed even lang als de kamer, dan bedekte het 
1 Û 
2 den vloer. Nu bedekt het hi En bee 
p= Van den vloer, Nu ‘bedekt he iervan 7 En | 
van het kleed is dus 5e =i van die der kamer. De twee 


breedte zijden van het kleed en die twee zijden van de 28 
kamer zijn samen 17 M. lang. Voor de beide lengte zijden — BE: 
van beide blijft dus 38 M. — 17M. = 21 M. over. De twee 


lengte zijden van de kamer zijn samen 25 maal zoolang als ( l en 


eene lengte zijde van het kleed. 4 maal de lengte van hét, an 


kleed is dus 21 M, en deze lengte zelf is 2 M.: 4 =45 M. al zl 









y Bot op 455 ct. Rae Ei komt. Was de partij van ij 


W 40 BE. De, ct. of die van 50 ct. Ee et. per L. goedkooper, 
dan zou het mengsel op 45 ct. den L komen. Als hij dn 
Ë: heeft van 45 ct. hoeveel L, heeft hij dan van 40 en 50 ct. ? 


Re ex. Zwolle, 1891.) S. V. 78 
Oplossing. APN 






















5 Was de partij van 40 cent 2 eent goedkooper of was de Re 


Ma van 50 Benb EE gent goedkooper ‚ dan had dit op het À 
_ mengsel dezelfde uitwerking: De partij van 40 cent en die van SA À 
É Re cent verhouden zich dus als Er en —- of als 2 en 3. jk 
| 25 | 15 A 
4 De wijn van 40 cent en die- van 50 dn zijn dus samen 0 
__pe per rL. 0 of 46 cent waard. 5 
vk Het mengsel bestaat dus vooreerst uit eenige L. van 46 cent p 4 
en an nog uit 75 L. van 45 cent. Dit mengsel nu is perL. 
E 453 cent Ende: d. i. 7 cent minder dan 46 cent en i cent Ë 
| Ee 
_ meer dan 45 cent. an 
__De hoeveelheden van 46 en van 45 cent verhouden zich dus 

4 E dl en — of als 1 en 3. | 


BREA 4 | 
Daar er 75 L. van 45 Ro is, is er dus Ex X 75 Lof BL. 


E van 46 cent. De wijn van 46 cent bestaat uit wijn van 40 
en 50 cent in verhouding van 2 en 8. Ô 
B 2x25L. BST 
| ee 5 KEE is dus ———— O3 of 10 L. van 40 cent en 23 of d 
hi 5 L. van 50 cent. 

Tweede oplossing. 


& B de partij van 40 cent 2 eent goedkooper en dus van 





B 37 cent, terwijl fe partij van. 50 cent hare waarde ‚ behield Je f En 


dan was de prijs van het mengsel juist 45 cent, d.i, de prijs 
van ll L, der 2e partij. Ja 
De 1e en partij verhouden zich dus in nn roden SN 
van 45 — 373 en 50 — 45, dus als 5 en EN of als 2 en B | 
| 7. | 4 
Verder is de redeneering als boven. Et # Ò # 
Het gegeven van de Ee cent is nu overbodig. 


VAN DER War & Verzoran, 


187. Vijf getallen, wier som 555 is, zijn zoo zeknaent dat È 
eerste 3 een rekenkundige en de laatste 3 een meetkundige 
reeks vormen. De som der rekenkundige reeks is 75 en 
die der meetkundige 520. Welke zijn die 5 getallen ? 
(Hoofdakte ex. Zwolle, 1891.) 5: Vee 


Oplossing. 


De som der eerste drie getallen gevoegd bij die der laatste 
_ 8 bevat de som der vijf getallen en nog eens het middelste 
getal. Het middelste getal is dus 75 + 520 — 555 == 40. 
Van een rekenkundige reeks van 3 termen is de som — 3 X 
den tweeden term. De tweede term is dus 75:3— 25; het 
verschil = 40 — 25 — 15, dus de eerste term is 25 — 15 —= 10, 
Van de meetkundige reeks van 3 termen a, ar, ar? is de som 
a(r? +r 1) =520,a == 40, dusr? Hr tl1l==l3enr? dr 
r(rJ-1)=12. r is dus 3 en dus de meetk. reeks 40, 120, 360. 
De vijf getallen zijn dus 10, 25, 40, 120, 360. 


188. P en Q vertrekken op hetzelfde oogenblik uit A, respee= 
tievelijk met een snelheid van 3 en 4 KM. per uur. Als 


P te B aankomt zal Q te C zijn, Indien Q echter 4 uur 


na P vertrekt, zal P te C aankomen, op hetzelfde oogen- 
blik als Q te B. Hoe groot i is de afstand van A tot B' 
en Â tot C? S.V, 
(Hoofdakte ex. Zwolle, 1891.) 









Ze Kortrokken tegelijk uit A en komen tegelijk P te B en 
te C aan daar hunne snelheden zich verhouden als 3 : 4 
kiem, A Sd EEN 


or den tweeden keer is P 45 X 3 KM. = 14 KM voor, als 


0 Q uit A vertrekt, of nu Bn ze tegelijk P uit Den Q uit 
| AS A; ze komen nu respectievelijk gelijk te C en B aan, dus 
Be ___nu hebben we AB: DC —=4:3 

of AB: eni BEE ln et rete VON 


KE ie B Uit ee volgt AB — ï 3 AC, dit overgebracht in (2) geeft 


B Rt TAC: (AC —14)=4:3 
Rn | waaruit AC= 32 ze en dus AB —= 24 KM. 


’ he N 


____de rest afmaakt. In 5 maal zooveel tijd als A werkt, had 
VEA B ___B het geheele werk kunnen doen. ee B 3 maal zooveel 


__van het werk afmaakt als A en 85 dag langer werkt dan 


deze, in hoeveel dagen kan dan le alleen het werk vol- 
tooien ? S. V. 
Hoofdakte ex, Zwolle, 1891.) 


Oplossing. 
4 _B doet 3 maal zooveel van het werk als À, dus A doet 7 en B 5 


B. _van het werk. Had B 5 X zoo lang gewerkt 1 A, din had 
1 E hij het werk afgehad, in dien tijd had A 5 X i bren 7 x het 
Bj 


werk kunnen doen, waaruit volgt, dat de kedalten rs 
zich verhouden als En 4, B maakt 3 X zooveel van het werk 


00 gs Ak 
ge af als A, daar zijne kracht echter maar 5 is van die van A 


| B heet hij daartoe 3 X 3 in maal zooveel tijd noodig. Besteedt 





















Â dns 1 dag dek doet B B den het verschil Bot a Dj 






dag zijn, dit is echter 8 dag of 3 X 2 dann A werkt did 
/ 


3 en B uz dag. In dien Ei doet Á. 1 en B d van diet -% ad 


werk, A kan het dus in 12 en B in 15 dagen afmaken. 
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VRAGEN BEANTWOORD. 
Anna! In De Vriend der Wiskunde, VI, 1891, vindt ge 
de gevraagde hoofdakte ex. vrgst. onder no. 124 —148 opgelost. 
___A.p.N! Tot de merkwaardige punten in een driehoek 
behooren het hoogtepunt, het ewaartepunte.a. Zie: A.J. vaN 
Breen, Merkw, punten en lijnen in den vlakken en, 
Amsterdam, W. Versluys, f 0;60. 





derd 
re KE 


OPGAVEN, 


Boven de oplossingen vóór den 15°" April 1892 franco 


bij den Redacteur A. J. van Braun te Arnhem 
worden ingewacht. 


. De leeftijden van een vader en zijn zoon verhouden zich 


als 1:4. Na 5 jaar zullen zij zich verhouden als 1:83. 
Hoe oud is ieder ? 
Hoe laat is het volgens een uurwerk, waarop voor 


’t eerst na 8 uur de minuutwijzer 3 id zooveel vóór, 
als de uurwijzer voorbij de lijn staat, die het raden 


der plaat met het cijfer % verbindt ? 


‚ Een wijnkooper heeft drie vaten wijn, gemerkt A, B en Cc. 
A bevat 270 L. van 88 cent, B 450 L. van 60 cent en 
‚C 160 L. van 42 cent den L. Hij tapt eenige L: uit 


A in B, daarna eenige uit B in C, eindelijk eenige uit 
C in A. Hierna zijn de prijzen van A 74, van B 64 
en van C 48 cent per L. Hoeveel L. heeft hij telkens 
overgetapt ? 
(Rotterdam, 1887.) 

; 1 1 


‚ Iemand ee van eene partij waren — à f 1,70, — 


5 


à f1,83,— à f 1,90 en de rest met 20 cent winst per K.G. 


io 
Hoeveel is de inkoop van een K.G., als er in *t geheel 


„18 0 Ol, gewonnen wordt ? 


(Rotterdam, 1887.) 


Bewijs, dat het product der getallen van „ tot en met 
2n—2 gelijk is aan het product der oneven getallen van 


1 tot en met 2n —3, vermenigvuldigd met de (n — 1e 


___macht van 2, 


(N. L. W. A. Graveraar, Lrb d. Rek. I, $ 289, No. 23). 


. Als a, b en c twee aan twee onderling ondeelbaar zijn, 
‚ wat is dan de grootste gemeene deeler van a (b — c), 
_b(ad-5) en c(a —b)? 


(N. L. W‚, A. GraveLaamr, Lrb, d. Rek, I, $ 289, No. 64). 





748. 


149, 


150, 


151, 


(92, 


153. 


154. 





dere oneven is, een 2e macht zij, is het nóodtes en EET 45 Me 
doende, dat de som en het verschil dier getallen 26° 


machten zijn, Bewijs dit. 
(N. L. W. A. Gravrraar, Lrb. d. Rek. I, $ 289, No. 66). 
Een getal te bepalen, An men weet, dat er 960 getallen 
zijn, die kleiner zijn dan het eerste en relatief-priem er 
mee, en als de som van die getallen 172800 is. 
(J. van Deelbh & Rep. br. No. 11.) 
Er is een getal van 6 cijfers. Deelt men het door 13, 
dan blijft er 2 over. Wat zal er overblijven, als men 
het cijfer van de zesde plaats op de eerste brengt, en 
wat zal de rest zijn, als het cijfer van de eerste op de 
zesde plaats wordt gebracht ? | 
(J. VersLuys, Deelbh. & Rep. br. No. 12). 
Welke gewone breuken leveren bij herleiding tot decimale 
een periode van vijf cijfers op? | 
(J. VersLuys, Deelbh. & Rep. br. No. 13). 
De meetkundige plaats der punten in een driehoek, die 
zoo liggen, dat de afstand tot eene zijde gelijk is aan 
de som der afstanden tot de beide andere zijden, is eene 
rechte lijn. Bewijs? 

C. A. Crror. 
In een driehoek (ABC) zijn de drie bissectrices (AF, BD, CE) 
getrokken en daarna de voeten dezer lijnen tot een drie- 
hoek (DEF) verbonden. Druk den inhoud van dezen 
laatsten driehoek (DEF) in de zijden a, b en c vanden 
gegeven driehoek (ABC) uit. 

J. C. Beer. 
(Eerr, N. verz. vrgst., dl. 2, blz. 51, No. 22). 
Een vierkant te beschrijven, welks zijden aohtereenvol- 
gens door vier gegeven punten gaan. 
(J. VersLuys, Lrb. d. vl. mtk. No. 88). 
(Mondel. ex. Wisk. L.O. 1891.) 

… Ubbe 

Herleid VRIES 
(Akte-ex, Lag. Ond. Wisk, 1891). 
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EN | 8128 
ouding | der wortels — EEE 


___(Akte-ex. Lag. Ond. Wisk. 1891). 
756, Van eene rekenkundige reeks van 20 termen is de eerste 
__term 10 en de laatste term 50; van eene andere rekenk, 
reeks, die 9 termen heeft, is de eerste term 6 en de 
Je laatste 34. Hoeveel termen moet men in die beide 
_reeksen tusschen elke twee opeenvolgende termen inter- 
___poleeren, opdat daarna de som van al de termen in 
__beïde reeksen even groot zij? 
__(Akte-ex. Lag. Ond. Wisk. 1891). 
157, Twee lichamen vertrekken uit twee plaatsen A en B, 
welker afstand —d is en bewegen zich met standvastige 
snelheid elkander te gemoet. Vertrekt het eerste n se- 
_eonden vroeger dan het tweede, dan ontmoeten zij elk- 
ander op het midden van AB, Vertrekken zij beide op 
hetzelfde oogenblik, dan zijn zij na t seconden nog op 
een afstand — 5 van elkander verwijderd. In hoeveel 
tijd zou elk der beide lichamen den geheelen weg AB 
afleggen ? f 
Akte-ex. Lag. Ond. Wisk. 1891), 
‚ Een trapezium door een lijn evenwijdig aan een diago- 
naal in twee gelijke deelen te verdeelen. 
_ ___(Akte-ex. Lag. Ond. Wisk, 1891). 
_ 759. Trek uit een punt buiten een cirkel een snijlijn met 
dien cirkel zoodanig, dat het stuk der snijĳlijn binnen 
den cirkel gelijk is aan de helft van het stuk er buiten. 
(Akte-ex. Lag. Ond. Wisk. 1891). 
‚_ Van een vierhoek ABCD is AB? — BC? — AD? — CD?, 
Bewijs dat de inhoud van dien vierhoek gelijk is aan 
het halve product der diagonalen. 
(Acte-ex. Lag. Ond, Wisk. 1891.) 





201. 


202. 


205. 


206. 


207. 


208. 


209. 


210. 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN 


waarvan de oplossingen gevraagd Re, be 


ENE 
Een driehoek te construeeren, waarvan de hoeken aan Joe 


de grondliĳn en de som der opstaande zijden gegeven zijn. 
(J. VersLuys, Meth. Opl, Mtk. vrgst. $ 25, no. 1.) 
Een Anslabe te beschrijven, waarvan gegeven zijn Lwmoo” 
hoeken en het verschil der overstaande zijden. 

(J. VersLurs, Meth. Opl. Mtk. vrgst. $ 25, no. 2.) 


‚ Beschrijf een rechthoekigen driehoek, waarvan men de E 
schuine zijde en de som der rochthoekszijden heeft ge- 


geven. 
(J. VersLuys, Meth. Opl. Mtk. vrgst. 8 25, 3.) 
Trek in een A ABC evenwijdig aan AB een lijn PQ, 
die van AC een stuk AP afsnijdt, dat gelijk is aan PQ. 
(J. Versuurs, Meth. Opl. Mtk. vrgst. S 25, 4.) 






Trek in een A ABC een lijn DE evenwijdig aan AB ER 


zóó, dat AD J- BE =DE, 
(J. Ve Meth. Opl. Mtk. vrgst. $ 25, 5.) 


Een rechte lijn te trekken, die op gegeven afstanden 5 


verwijderd is van twee gegeven punten, 

(J. VersLuys, Meth. Opl. Mtk. vrgst. 8 25, 8.) vj 
Uit een punt buiten een cirkel een snijlijn naar den 
cirkel’ te trekken, zóó dat het stuk, dat binnen den 
cirkel ligt, gelijk is aan het stuk, dat er buiten valt. 
(J. Versruvs, Meth. Opl. Mtk. vrgst. $ 25, 12.) 
Twee cirkels. met verschillende stralen beschreven, snijden 


elkander. Trek door een der snijpunten eene lijn, zoodat _ 


de koorden in beide cirkels even lang zijn. 
(J. VersLvrs, Meth. Opl. Mtk. vrg. $ 25, 13.) 
Beschrijf in een driehoek een parallelogram, waarvan de * 


hoeklijnen evenwijdig loopen met twee zijden van den 


driehoek. 
(J. VersLuvs, Meth. Opl. Mtk. vrgst. 8 25, 14.) 


* 
Men vraagt een vierhoek te beschrijven, waarvan de — 
„vier zijden gegeven zijn en de hoek, waaronder de ver- — 24 


lengden van twee overstaande EE elkaar snijden. 
(J. VersLurs, Meth. Opl. Mtk, vrgst. $ 25, 17.) 
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Rt. BNO eerbruikt. Hoeveel heeft iedere lamp verbruikt, als 
ES en is, dat de genoemde hoeveelheid juist tert 
MR is, om de eerste en Ees lamp tegelijkertijd gedurende 


___42 uren Bl minuten , en de tweede en derde gedurende 


83 uren 20 minuten te doen branden ? GEAR 

‚ Het verschil van twee getallen is in hun som 8,36-maal 
begrepòn. Welke zijn die getallen, als hun product 26,91 
„bedraagt ? G. A.J. 
A kocht drie partijen tabak, respectievelijk tegen f 9,75, 
f 1,— en f 1,20 het opm: De gemiddelde prijs van 
1 fenn is f 1— maar zou f 1,06 bedragen, als de 
_ laatste partij tweemaal zoo groot was. Hoe verhouden zich 
de drie partijen. G. A.J. 
Een handelaar verkoopt een partij koopwaren zóó, dat 


naar zijne berekening de winst het — van den verkoopprijs 


11 
bedraagt. Daar hem echter 5 of, van den verkoopprijs niet 
betaald wordt, en hij daarenboven f 35,65 onkosten heeft, 
is zijne zuivere winst slechts Tj ven den inkoopsprijs. Be- 
reken den inkoopsprijs. G. A. J. 

A, B en C hebben samen f 26400 op interest uitgezet, en 


wel À tegen 35 pi tegen 4 Of, en Ctegen 4 Of, ’s jaars. 


Â ontvangt per jaar E maal zooveel rente: als B en f 153 


minder dan C. Hoeveel geld heeft ieder ingezet. G.A. J, 
„ Gegeven: (a? +b°): (c2 H-d2) = 2 ab: cd. 

Bewijs dat de getallen a, 5, cen d een evenredigheid vormen. 
‚ Hoe groot is de som der getallen kleiner dan 4000, die 
door 4, 5 en 6 deelbaar zijn, maar door 17 gedeeld, één 


tot rest laten ? H. G. 
#18, Bepaal v”3 J-P5 in duizendsten nauwkeurig (de bewer- 
Ee ___kingen er bij plaatsen). HG 
_______(Hoofdakte ex. 1891, 211—215 Arnhem, 216—218 
5 Groningen.) 





Oplossing van eenige algebraïsche vraastukden. ; 7 


Veeger 


1. Bewijs, dat de vorm net — (n +- Da" Let deelbaar da 


door (w—1)?. Welke zijn de eerste vier en welke de Jon 


laatste vier termen van het quotient ? | | 
(Ex. wisk. Utrecht 1876.) 


Oplossing. Bepalen wij op de gewone wijze den eersten term „0 ì 


van het quotient der Heee 


„2 ze no er 
n+1 n n—1 
ne — nr anr 


(neen als 
De gegeven vorm zal dus door (s — 1)? deelbaar zijn, als 
zulks ‘t geval is met den vorm, dien wij verkrijgen, door # 
te vervangen door (n— 1). Maar deze laatste zal weer àl of 
niet deelbaar zijn, als dat waar is voor den vorm, dien wij 
krijgen door in dezen # door (# —{), dat is door in den oor- 


spronkelijken vorm # te vervangen door (n— 2). Zoo voort- Dy ; 


gaande, komen wij tot het besluit, dat de deeling zal opgaan, 


bijaldien de vormen deelbaar zijn, die wij krijgen door voor _ 


n te substitueeren : 
Nl, NN Bee EE 
Verrichten wij dit allerlaatste, dan daat het daeltal over 
in #2 — 2e 4 {Í, zijnde gelijk aan den deeler. Daarmee is 
het gestelde BEREA 


De eerste term van het quotient is hen Vervangen wij 
n door (n—1), (n —2) en (n —3), dan krijgen wij de drie 
volgende termen 


nie (n —2) or  m—3)e 
En schrijven wij 4, 3, 2 en 1 in plaats van #, dan RHG 
wij de laatste vier deal 
EO DER BDE EN 
Opmerking. Dat de Bn moet opgaan, kan ook aldus 
blijken. Substitueer in het deeltal #— 1; dan gaat het deel- 
tal over in 0, dus het heeft een factor z—1. De eerste af- — 


eleide is (w Dae — n (n iz |< substitueer daarin 
8 ) 


n=4 




























BEET SOR ER VEN PRD A 
ke pt DE 1e KA 
ge at ook eze vorm over in 0, zoodat hij door Re 
) deelbaar is ; maar dan is de dönsntonkelijke vorm door _ ie 
)2 deelbaar. (Zie, zoo noodig, Logarro, Hoogere Algebra.) 
le ME boivoutdis ik alle binomiaal coëfficienten jen io Â bnn) 
DO On(n—ij(n—2 Á 
nt e….… respectievelijk iet de termen der reeks ch 
1, 3, 9, 27, 81...., dan is de som der komende getallen 
dode het kwadraat van de som der genoemde coëfficien= 
je den, Bewijs, (Van een ex. wisk. 1876.) vd 
Bewijs. In de bekende Gen EE 
HD =a' pla n= ae) a? pa hen Zn 
DD, ATO Os | | 5 
B vervangen wij a en ó beides door 1; dan krijgen wij BE 
| 1e Lan 1) n(n — A) (Nn — 2) B 
nn Ô 
Vervangen mi a He ie en 4 en 3, dan komt er id 
1-43. 5 HCA ee, Ege. smd 8 
d. d juist Er vierkant van dn vorige reeks , waarmede het 
gestelde bewezen. is. 0 
___Zoo hadden wij de rij der coëfficienten kunnen vermenig- | 
5 vuldigen met de termen der reeks 9 
at AETR MTA TE, id 
bt A en wij zouden dan Be Kh Bont gevonden hebben van de 
À eerste reeks. , 
RE “Fn vermenigvuldigen wij met # 
| BOA (RES Af 
dan verkrijgen wij de pde macht. Za 
3. Welke waarde moet men aan k geven, opdat de deeling van | A 


at J-kasb— 2a2b? + 3ab3 — bt door a? — ab + b° opga? j 
(J. Versnuys, Alg. vr. voor gevord. 1, no. 27 bl. 12) 


_Voeren wij op de gewone wijze de deeling uit, dan krijgen 
wij als wij rangschikken naar de klimmende alone van a: 





terde td lee hat 


4 EK 4 an (E + ab3 nh BE nn 
B + Zab3 — ab? ‚4 SEE og 
B + 2ab3 — 2a°b? + ab? EN 
ir a 2) eN be: 
B | Jahr atb an 
E rest —=(k—l)a3b — en 
Deze rest is een éénterm ten aanzien der rangletter. Nu is, _ 


een eenterm door een veelterm „iet deelbaar. Zal dus de 
deeling opgaan, dan moet (k —1)a?b=0 zijn, en als wija _ « 
en 5 niet = 0 nemen, kan er alleen aan- voldaan worden HU B 
k_—1=0 of k=l. | 
Wij hadden ook aldus kunnen werken. 


pe DEES PE st EE RE AE 
B sd OR eg VEN 
B” ‚ 
ie, eenn 


Uit de termen a*ena?, — bten J-b?, die als uitersten Re 
dik beide veeltermen toorn volgt, dat het quotient bevat — BE 
8 een term a?, en een term — b?. Zij het quotient derhalve 
ze a? J- mab — b?, dan is identiek: BE 
Ee (a? H- mab — b?) (a? — ab + b°)= BE 
in | at H ka?b— 2a2b? + 3abt — bi BR. 
g of at L(m—1)a3b — ma?b? Hm lab3—bt cl 

identiek met a% J- ka?b — 2a°b? J- 3ab? — bf, BEES 

Nu moet dus — ma?b? = — 2a°b?, of m=2. | a 
ĳ _En dan ook: (m — 1) a3b = ka°b, 0 Re 

j waaruit m—i=k pe B 
4, Onderzoek, voor welke waarden van p en q de dE van — DR 


Ì ot J-1 door? J- pa Hg opgaat. (Adem, no. 28 01.12). 


7 
Wij kunnen ef +1 voorstellen als zf J- 22 4-1 — 2 = 
(@2 +12 — (wv 2? =(e? Jer 21e? eZ 1). ze 
À Zij dus ar dpedgz=e Herval EE 
É dan blijkt, dat p—=1/2,g =1 voldoen. td: nia 
Zij vrdprtg=tt er l werd 
dan voldoen Pz gel el 
Wij kunnen ook schrijven: id 
gt dl =at 2 J1— (2) == lenen vij= an 
(22 erv 2-1) (et Hr p-2—1) Wen 
Zij nu ordpedgmr evil a we 5 





Pet geep a en Sen Eek de E 
MET MGE EA dese 
R e Rs AS 5 er \ 8 ï 
4 rit, es a krat Be, 5 Ni k ; Geke, i 
E En í 4 ie E B EE | 
oida Re Ei ed, / do NN 
petgat fart, veil 


B r= eenn 


É m à 
Re e+ Be) Je —a —b door (we —a) (we —b) steeds ĳ 
kn opgaat? (dem, 29 51. ie 
RS of ‘Gelijk wij weten, is een veelterm deelbaar door # — a, als 
B ij in 0 overgaat, wanneer wij # door a vervangen. 
__Doen wij zulks in den iten vorm ‚ dan krijgen wij 
Be beelen —b =0. 
Vervangen wij » ROn B hi eeen wij 
Et One | 
Daarmee is het bestaan der factoren v—a en —b ge- # 
leken, en daar zij onderling ondeelbaar zijn, is ook (w — a) X 


















Voor welke waarden van m is (atb He) —a —b 


Ee — ce steeds deelbaar door (a +6) (b Hc) (c +4)? ä 
(Adem, 30 bl, 13.) Ì 
Be ebben. te onderzoeken, wanneer (a J- 5), (b+-c) en á 
Ca) elk afzonderlijk op den veelterm deelbaar zijn. Zijn 
zij dat, dan is ook hun gedurig product een factor van dien 


En elk dier tweetermen is deelbaar op den veelterm , als 8 
_deze in O overgaat door elk der substituties a — — b, b = Es | 
On — 0. 


B | IM Snbettaseron wij a == —b, dan krijgen wij co (— b) 


ee — ve EO ‚ en deze vorm wordt alleen voor oneven waarden 


_ van mm nul. 
__ 29, Substitueeren wij b—=—c, of c=— a, dan komen 


ps wij tot hetzelfde besluit. 


Ä B ed voorwaarde , die Ake en voldoende is, opdat 


das 6 51. 14). 
Vrind der Wiskunde. vii. 4 


de 





Nn Nn 


3 GE VOE EE ee dod 
Wij weten, dat ST voor geheele waarden van ” een 
A i 


ni 
nu 


geheelen vorm voorstelt. Het bewijs daarvoor kan op verschil- 


lende manieren gegeven worden. 
a. Substitueer a—b in den teller, dan gaat deze over in 


O, alzoo is hij deelbaar door a — b. 

b. Zĳa—b=p, of a=b Jp, dan isa =b J- een 
p-voud, a” — 5 —=p-voud, of a — b' — een veelvoud van 
(a — 6). 

c. Deel a — b op a —b ; de eerste term van ’ quotient 
isa, de rest Tib =b (TE 0"), Daar b met 


(a —b) onderling ondeelbaar is, hangt het van a SE 


af, of a — been (a —b)-voud is. Maar zoo blijkt, dat de 


D k nd n=} N=] n—3 
al- of niet-deelbaarheid van a —b „a — b 


a? —b?, a —b beslist over het al of niet deelbaar zijn van 





a —b door a—b. En daar a —b door a —b deelbaar is, À 


is zulks ook met a —b het geval. # 
Op grond van ’t bovenstaande zal dus piss q deelbaar _ 


zijn door RD es nj als Pp eene geheele macht is voor Pp, d.i, 
als m een „ voud is. 
Is die voorwaarde noodzakelijk ? 


Onderstellen wij, om dat te onderzoeken, dat geen n-voud ie 


is, maar dat wij hebben : 
na Cm {nlet 1), 
waarin „, mm en w geheele getallen zijn. 

Nu is p — q deelbaar door p — 45 is ook Pp _— q 
een veelvoud van p he 7 dan moet ook het verschil p — 7 _— 
Re (n° Re q°) dl A DR 6 dr derhalve co 

pend vg A doör ee q_deelbaar zijn; 


md) 


e m MmNL 
maar m—nr{n, dus is p —q van lager graad dan 


p — 2 derhalve er niet door deelbaar. 


8 





51 


8. Als een geheele veelterm alleen de letter zen geen gebroken 
coëfficienten bevat, en als hij oneven getallen oplevert, 
wanneer men voor x in de plaats stelt O of 1, dan kan 
die veelterm, voor geen geheele waarde van & nul worden. 
Bewijs dat. (Zdem, 10 bl, 14.) 
Zij de veelterm 
” n-1 n= 2 n—3 
az Ja Bte ES eej @ HO 
voor z=0 gaat hij over in a, dus volgens ’t onderstelde is 
a& oneven. Voors —=l1 gaat hij over in Ee A RAE Be 


4, +4, dus ook de som van alle coëff.‚ den bekenden term er 
bij gerekend, is oneven, en dus bevinden zich daarbij een on- 
even aantal oneven getallen. Bijaldien wij nu voor « eenig 
even getal in de plaats stellen, worden de termen, die # in 
sde le of in eene hoogere macht bevatten, even, en dus hunne 
som is even; voegen wij daarbij het oneven getal a, dan 
krijgen wij een oneven waarde. Nemen wij eenig oneven getal 
voor # in de plaats, dan krijgen die termen, wier coefficient 
even is, eene even waarde; zij, wier coeff. oneven is, worden 
oneven, en daar het aantal oneven is, is ook in dit geval de 
eindwaarde oneven. Dus de veelterm wordt voor geene enkele 
geheele waarde van # — 0. 


9, Laat zien, dat Et Lt 1=0, alsa py + qe” deel. 
a Ò 
baar is door x? — (ay +- be) rx + abye. 
(Idem, 15 bl. 14). 


De Ener kan ontbonden worden in de factoren # — ay en 
en sz — bz, en daar deze onderling ondeelbaar zijn, is het 


noodig en voldoende dat 2 + py + qz door elk dier factoren 
kan gedeeld worden. Vervangen wij in dezen vorm # eerst 


door ay, daarna door be, dan krijgen wij: ay toy qe 


en be Jpy + qe , en deze moeten beide — O zijn. Maar 
daaruit volgt: 
sn RE a zn Pp CE LES Pp n 


Eef 





eins Sent. 3 3 } ol Te 4 
Á b 44 eN 
N 


of at agtb pto RE 

of ab dagtbp=0 4 

of LpAi=0. 
b a 


10. Bewijs, dat pg +piq1 HPids +---. kleiner is dan 
KP nad pH … XO AA út g 
tenzij P:A=Pit U Data Zen AN 

(Zdem 16, Bl 66). O8 


De bedoeling is, dat wij de positieve wortels beschouwen. 
Verheffen wij de vormen in de tweede-macht, dan moeten _ 
wij aantoonen 


(oa +p‚t Hala LME PLAT Oa 4 

(° Ea ga? dos) EE 

of (p°g? FPP? A-Pan? Hoen app ,aa-t2opaan. ho) 

q zo? Apian? Hpa?aat Henn 4e 

Pai? Hpi? Hp?ga? FPP Hensen: ). 

Uit deze ontwikkeling blijkt vooreerst, dat beide veeltermen 
overeenstemmen in de termen, die kwadraten zijn. 

Voorts komt met elken term als bijv. 2pp4,994 links overeen 


eene som p?q,* +-P,*g* rechts. Nu is 2pp,90, ze 21? FP On 


immers 0 pa J-p1°Q? —2pp,9, ‚ want de laatste vorm 


/ en ip rie 
ee Al red 5 _ 


is kwadraat van pg, —p,{, dus 0 of positief. 

Is dus pg, = #19) dir =r ‚en dan ook =f£, =e, ee 
dan is ‘de eerste vorm in de opgaaf gelijk aan den tweeden; | 
anders is hij kleiner, RR 

Amsterdam , Dec. 1891. | H. VERHAGEN: rd 
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id 


We dd zE Pe 7 En 
te (ee 
BES 5e (ar 7i)Ti (4—7*) dk, 
ii © at Math ex. Juni 1891.) 



















eid: ie 





Oplossing. 
4 Art is Ln 
lat Cart) 47 
d 


| bl 267 e‚ v.) dan wordt (1) 
nee —=3r 14.114 = 42. 


e, 722. Van eene evenredigheid is de eerste term == aq, de som | 


der middelste termen — b. Vermenigvuldigde men den 

derden en den vierden term elk met ec, dan zouden de 

termen der evenredigheid, in dezelfde volgorde genomen, 

eene meetkundige reeks vormen. Wat is de tweede, 

derde en vierde term van die evenredigheid ? 

___Na de oplossing te nemen a=—=6, b= 20 en c=3. 

Re (Lit. B, ex. Juni 1891.) 

B je Ö Oplossing. 

Bec”, | « (b — 4%) 

| Re ee Stelt men de evenredigheid a: —=(b—e): Een dan 

| E: voldoet zij aan de gegevens en dan moeten de termen a, z, 

Gs ij (b — #) en B eene meetk. reeks vormen. Maar dan is 
eta (b— x) of z? Hac — abe == 0, waaruit 


e=) atv (ac + 4)| 


| bej |U Heervee (ae 4) | | 


f ee € el & u an Ld BL NE EP 8 ‘ 7 

Parr 4 Za PA 4 ne Wi hd) be ' A; 1 gr me, ne E - 
5 En Pe ne Nb 1 ï Nd 5 ' 
pr " ze A er Ü Ae Ko je DZ 
he en é End A 


ES 


„ Lost: men nu ne (& — 7) dv (4 -v1)| Ee da be- 
indo: wijze op (zie o.a. „De Vriend der Wiskunde” VI, 1891, 


pe dan =| 2abe J- a?c? TE ate? Fr dabe| dus | 
B “(b—e)__ 1 (be) 1 ' he 
ze rg Nt LN 


Voor a=6, b=20 en c=3 vindt men | 
=3 |— 1818 (18 +80) (=3 |— 18 + 42 dus 
ON =iC 18 J- 42) = 12 en n= 18 40) 0 
br, = 20 —12=8 en b— zv, = 20 J 3050 dd 


mb: bt) 12.8 rente (b— 5%) 50 30) 950 | 
u Ep 4D 
De evenredigheid is dus: 6: 12 == SOE 
of 6: — 30 —=50: — 250. 
| Tweede oplossing. 
i Stelt men de meetk. reeks voor door a, ar, ar°, ar®, dan 


‘ N ar? ars 
E zijn a, ar, — eN —— de termen der evenredigheid. Men 


Ee heeft nu ar =b of ar? Haer — be = 0 


of per Lz0enr= — ac dE ac (ac +4). 


Voor az=6, b=20 en c=3 is nur, =2 ens, =—d 
en de evenredigheid 6:12=8:16 of 6: — 30 —=50 : — 250. 





WE a 
ears We 
SLAK 


dd 
IE B Ons 


723. Een kapitaal van 1000 gulden staat uit intrest op intrest. 5 


Bij het einde van ieder jaar wordt 5 van hetgeen het 


kapitaal dan (dus met de rente) bedraagt, afgelost. Als 


na 15 jaar de som nog f 73,15 groot is, tegen welk 


percent is ze dan uitgezet. 
(Lit. Math. ex. Juni 1891.) 


Oplossing. 
Stel het percent == #, dan moet aan het einde 


yv. ’t le jaar nog betaald worden 0,8 (1 + 0,01 #). f 1000 
OR se E j (0,8)? . Lt 0010) 


TN ek „ Gspte (L4-0,01e)tsf 100000 TG. 


sik 


b. e 


| on 


0,01. ts Ee 0,07315 X 1 gis 

15 0,01 #) =1og 0, 07315 En 15 log 1,25 

ME =6 8642143-—10) +1, 1536500— 0,3178643 
D Tag { EE 0,012) = 0,0211909 

st eh. dus # =D los 















2 


ee Ad y° —ety=68 en y= 28. 
je ( Math. ex. Juni 1891.) 


_ Oplossing. 
hyt —adyet8 
2ay 06 


(e? — ay +9?) — ay) = 12 

(wy (eg) 0 

OO @—y=4en =— 83. Men heeft nu 
 Og—y=4, oy=28 en s—y=— en ay =28 
ay y= 16 en 2? —2ayd-y*= 9 
nj Aay lie Ay = 112 
Td y Se ry jn dd 
Ey z=4 LY zz 3 
ee en Hd eN =d 
Me 22 y=ien=—f. 








Gif 725. Een gegeven lijn zoodanig in twee deelen te verdeelen, 
5 dat tweemaal het eene stuk middelevenredig is tusschen 
__het andere en de geheele lijn. 

(Lit. Math. ex. Juni 1891.) 


Oplossing. 


dere > stuk. Men heeft nu 
a:2e =d: (a— 2) 
An? za? —ar, of Be ai 


ii gen = 0, waaruit rz (akar) vol- 


a EAS 


ie Ee Zj a de gegeven lijn, z het eene, dan is (a— z) het an- 


RS AL 


e= 
dak a 


wi 
Bee 


ie 8 Fn ik 
Nt PPT hk 


lijn middelevenredig is tusschen de afstand van da pun ee 5 
het andere uiteinde der lijn en de geheele lijn. 22 


In Ee vraagstuk wordt het punt op de or bedoeld, zoodat EE 
En saar?) en het andere stuk = 5 (Oa — av). | % | 


Eh. Construeer een rechth. ariedeek met a en 4a Ee f5 8 


tot rechthoekszijden, dan is de hypotenusa = a1v/17 en 
ns : (—ata17) gelijk aan : van het verschil tusschen 


de hypotenusa en de eene rechthoekszijde a. 


726. Van een trapezium zijn de evenwijdige zijden 4 en 9 eM.; 


de hoogte is 6 ecM. Door een lijn evenwijdig met de 


evenwijdige zijden getrokken, wordt dit trapezium in 


twee gelijkvormige deelen verdeeld. Bereken de lengte _ Re 


der lijn en de oppervlakken der deelen van het trapezium. 
(Lit. Math. ex. Juni 1891.) 
Oplossing. 
Stel de deellijn — z. Omdat zij het tapen in 2 » 
deelen verdeelt, heeft men 4:#==#:9, waaruit  — 6 cM. 
Oppervlak geheele trapezium — 6 (4 + 9) : 2 = 39 cM?. 
De oppervlakken der deelen verhouden zich als de quadraten 
van ni gelijkstandige zijden, d.i, als 
426% of als, 62: 92 driealavdnns 


De deelen zijn dus En X39eM? =12eM? en 27 cM?2, 


727. Op de hoogte van een kegel als middellijn wordt een 


bol beschreven. Bereken het deel van den bol, dat buiten A 


den kegel ligt, als de straal van het grondvlak 7» en_ 
de hoogte h is. 
(Lit. Math, ex. Juni 1891.) 

Oplossing. 
AD:AF-z=AF :AC, (A ADF @'A AFC) 
AE:AD == AF :AC, (A ADE A AFC) 
AE:AF = AF? : AC? 








AF3 n3 
AE = KCT a a De r?2 \ 
8 
en AD: a | 


AC in + #2) 






























À RA En 1 At ie | 4 / J | 
LGAD = jz AB. DE? J 57 AE? 


Gevraagde inhoud — mr AE. DE* + Er AE: 
BAE =G 7 AE(DE* + AE) 


| STAD end 
Sn 1 he h' 1 h7 


ERE TOT nr 6 Three 
BREN eN 

___den kegel ligt, is gelijk aan den inhoud doorloopen door het 
_Girkelsegment ADH, dat wentelt om de middellijn AF buiten 


_ hoogte de projectie AE van de koorde AD op de middellijn 


Ee 


_ AF als as. 


| er 28. Een regelmatig achtvlak en een regelmatig viervlak heb- 
| B __ben gelijke inhouden, hoe verhouden zich hunne opper- 
vlakken ? | 
_ (Lit. Math, ex. Juni 1891.) 
en Re He | Oplossing. | 
N Stel zijde reg. 8-vlak — a en zijde reg. 4-vlak == 5, dan is 
AN Inh. reg. 8-vlak = za 2 en opp. reg. 8-vlak — 242 1/3 
ek N “ 

ee Ink. reg. 4-vlak = oe 2 en opp. reg. 4-vlak = 52 7-3. 

(Zie: „De Vriend der Wiskunde” II blz. 49 en V bl 48.) 
ALT uis reg. 8-vlak — I reg. 4-vlak; O, reg. 4-vl. —= (a 84)? .v/3 
___dus Zan? = ib r2 





| 12 
Me 12 Opp. , „ =aP2.8 
WE das tea | | 
/ Aa? = bh? nen onm Zat pe 28 
aPp4=b 


R Opp. reg. 8-vl. Re ORB Sen Kaede ef ‚ 
Ee Opp.reg. dr T Zar pa.va pa 11250021, 


\ 


A Di: De inhoud van het deel van den bol, dat buiten 


_ het segment gelegen, is gelijk aan een zesde van den cylinder, 
pak die tot straal heeft de koorde AD van het segment en tot 








Bat one bettens Sn 2de. 
(Ex. Adelborst, 1891.) Ei je 


Oplossing. 


Deze vormen zijn onderling ondeelbaar. 


730. Construeer # uit de volgende vergelijkingen, wanneer 
a,benc gt: rechten voorstellen, en zeg Wie v voorstelt: 








‚e — dee + b?e | 
: ter te PE | RR 
8 — be 2 
dort EI 4 Jb? + ac) (2 manieren). 
DOD | PENLN Ea 

(Toel.ex. Hoofdeursus (opl. v. Officieren) 1890.) 

Oplossing. 
at abe bie be Ô 
Dee an 
Ee _— Ó 


2 k 
Stel 5 —=p,p-C=Y, EE dan is 


Leen dn zat par 


Conctructie. Re 

1) De derde evenredige p tot b en a. 

2) Het verschil g der lijnen p en c. 

3) De 4e evenredige 7 tot q, 5 en c.. 

4) « gelijk aan de som der lijnen a en 7. 





ID) Zerste manier. «=v (a? Jb? J uc). MEL 

Stel a? +52 =p?, ac—g? dan is == w (wp? Hg’). k 

Construeer : | Ke: 

1) De hypotenusa p van den rechth. A, waarvan a en 5 de 
rechthoekszijden zijn. | 

2) De meetk. middelevenredige q tusschen a en Co. 

3) De hyp. z van den recht. A , waarvan De en q de rechth. 

zijden zijn. 


1 





















BRD zoni: p van 2 Hs a en c, 
De meetk, middelevenredige q tusschen a en p. 
De hyp. z van den rechth. A, waarvan gen b de rechth. | 


ab An 1415) b(—a tba?) 
| Ca Aj 
Stel vöa =p, p—a= 0 v(4a? — 52) == A Isr =—= zen 
À | Beomsirneer: | 

nt 61), De hyp. p van den rechth. A ‚ waarvan a en 2a de 
_____rechth. zijden zijn, 
B Het verschil q der lijnen p en a. 
4 3) De rechth. zijde 7 van den rechth. A , waarvan 2a de 


____hypotenusa en 5 de andere rechthoekszijde is, 
E , Ke: De 4e ride x tusschen r, 5 en q: 


) Gegeven « — 


Re bt 4 ie 


Been: V33 Wz Vr, 
_ (Eindex. Gymn. Zwolle 1891.) 





Oplossing. 
V12 er V33— A=} 
Bert Le 
Ee Ed me 
Ur == (122) (33 — 22) 
emd 
a? —19x J 60 == 0 


EE en 4. 


732, Een driehoek te construeeren als gegeven zijn: de basis, 
Re de som der opstaande zijden en de som der loodlijnen 
___uit de uiteinden der basis op de overstaande zijden neer- 
hk gelaten. 

_ Coelex, KM: A Broda 1891.) 





_ Op lossing. 


basis AB, de som der opstaande zijden 


dan is CD = CA CB. Trek DH | BC, 

An isDH//AF, trek ABE | DH, dan is 
E // CB, DT ook CB J 1 DH, dus is 

B een rechthoek en EH — AF. 


zijn recht, AD —= CB en / DAE = / GCB, 
dus DE —= BG. 





Uit EH — AF, DE —=BG, volgt DH = AF +BG. ACDH 
is rechthoekig in H, dus te construeeren; daar deze A den 


hoek C met den gevraagden A gemeen heeft, vindt men door 


het construeeren van den rechthoekigen A CDH den tophoek — a 


C van den gevraagden A ABC. 

Het vraagstuk is nu teruggebracht tot het construeeren van 
een’ driehoek, waarvan de basis, de tophoek en de som der 
opstaande Enden gegeven zijn. 

Constructie. Zij A ABC de gevraagde. Verleng AC met 
CD, =CB en gering D, met B, dan is A CD,B geliĳk- 


beenig, dus / D, —= d E top/. C. Om A ACB te construeeren, 


zet men de som der opstaande zijden AD, uit, construeert 
men in D, een hoek AD,B == den halven bekenden tophoek 


Zij A ABC de gevraagde , „dan zijn ad 


AC en BC en de som der loodlijnen AF S 
en BG gegeven. Verleng CA met AD =BO, 


AADE @ ACBG, beide driehoeken 





ne rr ' ' 
î 
Asen Et Vol RR 
: Ì G 






C, beschrijft men uit A met de basis AB als straal een cir-_ | 


kelboog. Waar deze cirkelboog het been D,B van den halven 
tophoek snijdt, ligt het hoekpunt B van den gevraagden A. 


Een loodlijn IC in het midden I van BD, opgericht snijdt ae 
AD, in C. Verbindt men nu C met B, dan is A ABC de B 


gevraagde. 

De cirkel met AB als straal beschreven kan BD, raken en 
dan ontstaat er één A ABD, en dus ook één A ABC. Maar 
de cirkel kan BD, in 2 punten snijden en dan ontstaan er 
2 AAABD, en dus ook 2 AA ABC. Maar de laatste zijn 


PL, zoodat men toch één A bekomt. Snijdt noch raaktdien _ en 


cirkel de lijn BD,, dan is er geen A mogelijk. 

















ld Teen, AN nn Bé 


aan of grooter Ean 
Biet ook geen driehoek aan de gegevens. — 






Rt 
Velke zijn de waarden van « in de ae 


er Geha 


(es es. kekREIPijsohool 1891.) 


Se Oplossing. ae 
PE sro res" elis) 
Bat Bent =d gk omdat Gits is 
A EE Dd et 
#3 + ige? ntt 
BRE 3 drs 
: 3 ze Te ——— mn TE 
B dev Te nnn 1004 
Hekel Re 9 | 
TT | 
Rn 
BN, 1 
MEDE — ne 
Í 1 
B Ee 


Tweede oplossing. 

Kh apel == et 
B seteld Ed 

jk Bp + 15E or 10 en 


m5 == 5 en — 2, zoodat 


termen == 18, die der laatste twee — 288 en de som 


oe termen == ‘378. Welke is die reeks ? 
De, ader. H, B, S. 1891.) 


| som der opstaande — 


hadt Tens 24 se Tike de 


Er 


Van eene meetkundige reeks is de som der eerste twee 


r 

















5 8 Kd bl mf ND ME 
LE ERN | 
ú dd , mn : Hi ere 3: Et 1 U Be 5 An An jn ej $ 
Sen 8 Re Te TN 
Zijsar ar soor ava U Er OR de reeks, dan is 
n—2 n—l VAG eht. 
An ar Jar == 288, Aan bren 
n—1 n—2 ® 
B a(rt-I)r 2 288. 16 
gee Hee EED nj LS 
r ren 878 
en de alrtij= TL 
7 r —l A 
‘ n 5 3 À DN 
\ on n—2 2 2 r_—l 16r —1 PE 
Maar r ==r .r,—=i16r ' dus 3 en “ 


rl 
waaruit „== +2 
en uit ajar = 18 volgt dan dat-a—6 en a=—18. 
De reeks is dus 6412 tr OTE 96, 1924 
en — 18, 36, — 72, 144, — 288, 576. 


735. Los # en y op uit: 
vyd (edy) ==12 en v? +y* = 189, 
(Toel.ex. Mil. School te Haarlem 1891.) 
(Toel.ex. Artillerie-Cursus te Delft 1891.) 





; Oplossing. 
edy (edy) =12 x3 Jy? = 189 
tt )eet 4 (z ane —12=0 (ty) (*—aydy?) = 180 | 
1 edy =9 en =16 on 
Vee ze Vite be 18 
Lry =2len=—= 11088 k 
VV (eJ-y)=3 en —= — 16 
àdy =9 en = +16. Men vindt nu \ EE, 
VA 
a—=b en 4,rv=8t on W_2505 Ck Sin 
y=4end,y=8F Ln il 


f \ 

136. Stel eene vergelijking samen, waarvan de wortels zijn: _ DA 
SHD en 3—15 en leid daaruit eene andere af, 

waarvan de wortels het omgekeerde zijn van die der 
















le He p =—6 en Je = 4 en de gevraagde vergelijking 

en br J-4=0. 

1 

BRC ” 
Re en Bebi 0 of dvi eu 10 

p? — 1,5y + 0,25 = 0, waarvan de wortels het omge- 


[ __keerde zijn van de gegevene. 
5 jd Om de wortels 3 maal grooter te maken stelt men z == 82, 


Be DEE — En ze De vergelijking 2 — 6e 4 -=0 gaat dan over 
| pe — 224 =0 | 

2182360 
„5 a. Dos v op uit : 
5 V20r FAB H 4e. 
Windex. Gymn. Arnhem 1891.) 

Oplossing. 

v (20e J-1)—v (Br J-4) == (U —3) 


À 235 — 2 (60e? H 83r J 4) = 72 — 3 
8rd-4—=rv (60x? H 83r J- 4) 


Be 64a2 J64o J 16 — 602? J 832 +4 
da” — 19x J-12 =0, Waaruit v, =4 en #, = 0,75, 


rr 








be 


ge tn Als een getal gegeven is, het ede van al zijn deelers 
te bepalen. 
Re VersLuys, Dlbh. & Rep. br. no. 15.) 


Oplossing. 


Stelt men hierin v =-—, dan verkrijgt men de vergelijking 


Renn AE, „0 
Ee Ai Ï daad) D, 
Bee, RE RIN 






pn Ì 
EA | TN We Ts ” Md Pe, Lal 
\ bk. $ % N 
AAA in afs 
Ô À rs En 
5 ; , hd 
mie ces KA, 
. E oi 4 


ke va 


Pe geval. a is geen varken viorkanbr A0 B 
In dit geval zijn dus alle deelers ongelijk. Bij elken Geen 
behoort dus een anderen, zóo dat hun product gelijk a Ae De 
Het gedurig product van al de deelers is dus gelijk aan je Bel. 


Bres Ken 


Tweede geval, a is een volkomen vierkant. 
In dit geval komt de deeler v/a tweemaal voor, zoodat het 
gevraagde gedurig product gelijk is aan 
d-1 | 
1 
se A vaz=at — val. 
(Zie: „De Vriend der Wiskunde”, VL, 1891, no. 688.) 








739. Welke waarden kan men aan « toekennen, zoodat : zi 
u? + 3v en z? — 3x beide kwadraten worden ? ee 
(Eeer, Lrb. d. Onbep. Vergel. bl. 141, no. 96.) 


Oplossing. 


Omdat #2 — 3z een kwadraat moet zijn en de eerste term 
reeds een vierkant is, stelt men 
a — 3e = (2 —p)? Za? — pe dpt 
waardoor (2p — 3) =p? 
p? Des 
Tp * Sp 
Door deze waarden in den Be vorm over te brengen, 
pe 


wordt z? Heg Das 5 
_p* dp (p 3) pW Hip) 
(2 5E EN 
welke breuk, volgens het vraagstuk, een kwadraat moetzijn. 
Dit zal Bieden zoodra de factor p? + 6p — Jeen kwa: De 
draat is. Stel daarom 7 
Pp +opde=lp rp? — 2pq +9, 
dan is _ 9WMpgtp—=g? HI of Sn 
EA PT 23) 
RC kardde ree 3) | 
2p3 Hg43)° \qt8 jn 
{gt 0 BE DM B 
MDD 


en 








Hierdoor is & == 


| RARE. 

den ben factor van } den r noemer r bijkt, dat q Be 3 
u. stel dus a n 
Re ese HE REN 6, enz. 
EE 625 289 25 

ER SDB 

175 391 35 

RED St): (a) (3 


















74C zi De zijden van een driehoek vormen in geheele getallen 
__ een rekenkundige reeks. Vermeerdert men elk der zijden 
De met 50, dan vermeerdert de straal van den ingeschre- 

ie, ven Bieke mt 17; vermeerdert men elk der zijden met 

te Ee, 60, dan Seret de straal van den ingeschreven 

Ee: lekel met 20. Hoe lang zijn de zijden? M. v. O0. 

Ee J. B Meth. Opl. Mtk. Vrgst. no. 161.) 

Ee | ___(K, IL 1884.) 

2 ps Ol 

3 Er Stel de Ee van den oorspronkelijken A gelijk a— 0, 

B en a eed dan is de straal van zijn ingeschreven cirkel 
B ' ; =i= 21 _v3(a? — 4?) 

RO Rb 

’ EN arden de zijden ba Le a50 en a 4v + 50, dan 
5 ft het verschil v en dan wordt van dezen A de brad van 

on ee TR 
_ Worden de gjden a—vh60, a +60, a 4-v +60, dan 


RE: 8 2 4? 


ingeschreven cirkel 7, 


r + 20. 


Ei 





Em is r,2 BR 5e en fr, —r=17, dus 
kt 1492 
E Re Bes er _ 25 Gr 25) Een d 
Ar ss Re: Pit Bt = 9 end 55) 
BE Bal 248 
ME 
ged D) Vriend der Wiskunde, VIL 5 





Te dier En ; 






| f : | 5 , AEN A j sl pe 1 % , 
zog P DA Hop 6 waaruit 4= 26. 


| | 3 5 or BER 
Nu is2r— SOIL), BE) 
5 51 51 

en r ZZ 4. Lr 


Bend 
Ke 


De zijden zijn dus 15, 26 en 37. M, v. 0. 


volgt nu v = 11. 








Ingezonden natuurkundige vraagstukken, _ a 
waarvan de oplossingen gevraagd worden,en 


41. Teeken een koppel en daarna een koppel, dat met het 


eerste evenwicht maakt. _W. 
(Horn & pr Gast, Vrgst. over Natk., S 11 no. 31.) 
Oplossing. 


Twee gelijke en evenwijdige, tegengesteld gerichte krachten _ “ig 
vormen cen koppel of koppel van krachten. Zij kunnen niet _ 
vervangen worden door eene enkele kracht, d. w. z. er is geen 
kracht aan te wijzen, die dezelfde uitwerking heeft, als de 
beide krachten van het koppel te zamen. 

De afstand der evenwijdige krachten noemt men den arm 
van het koppel. A 

Het produkt van het aantal krachtseenheden der kracht en 
het aantal lengte-eenheden van den arm noemt me: het mo= 
ment van het koppel. pn ne 

Denkt men zich een punt van den arm vast en trachtende 
krachten van het koppel den arm in positieven zin (d. í. in de 
richting van de wijzers van een uurwerk) te draaien, zoo 
noemt men het moment positief, in het tegenovergestelde : Ô 
geval negatief, | zal 

De Werktuigkunde leert, dat twee koppels, werkende in 
een plat vlak of in evenwijdige platte vlakken elkanders wer- 
king opheffen, indien de momenten gelijk en tegengesteld zijn, 

Wil men dus eon koppel teekenen, dat evenwicht maakt 
met een gegeven koppel, zoo behoeft men slechts te zorgen, 
dat de momenten dier koppels gelijk en tegengesteld zijn. Het 
bewijs hiervan geven wij in eene volgende aflevering. BE 
B. WV. Moo am Sif 4 


RRP tn RB INS POEP 37 U 
sAPP A4 se REN : b 
As BE A 





ie BE Perry 
En en Ben), die met eene snelheid van 12,4 M. uit een 
ge Wiohtballon. loodrecht naar beneden werd geworpen „ be- 
reikte de aarde met eene snelheid van 81 M. Hoe hoog 
___was de ballon gestegen, toen men den steen uitwierp, 
____en hoelang duurde de val? (2=9.8 M.) 
____(Verg. examen, Horn en pr Gast, Vrgst. over Natk. 
| RER 9 09, n0.-65.) 
tn | Oplossing. 


Ee Ber, Men neemt aan, dat de ballon niet in beweging was. De 
WE steen bereikt dan de aarde na (81—12, 4): 9,8 —= 7 seconden. 
7 De afgelegde weg of de hoogte der ballon was dus: gemid- 
_____delde snelheid X tijd — Beet, X 7 = 326,9 Meter. — 
Ee E B. W. M. 
en 43. In het luchtledige. gewogen weegt een lichaam P Le maal 
2d 4 gaove als een lichaam Q; in water geworpen weegt Q 
de j | E maal zooveel als P. Bereken het S. G, van Q, als 
Ee | Ee van, Br =2, is; | | 
De (Ex. Onderwijzersacte, Horn en pe Gasr, Vrgst. over 
Ea Natk. $ 35 no. 14) 

Re Oplossing. 

SE | Een dM? van het lichaam P weegt in het luchtledige 2 KG, 


___in water 1 Re en men dus 2 KG, van P., zoo mee Hel 
lichaam Q: EX a 5 EKO: in het luchtledige en 5 Se 5 2 KG. 


in het water. KG. van Q verliest dus Den pe) : KG. aan 


Oe 
le Brol 
gewicht. Het S, G. is dus 35 5. B. W. M. 
5 Ì | Een merkwaardig vraagstuk. 


ie Hen rechthoekigen driehoek te construeeren als de bissectrices 
der scherpe hoeken gegeven zijn. 
| G. A.! Van dit vraagstuk vindt gij odin in „De 
Vriend der Wiskunde” IV (1889) bl 235-—239 en in hab 
„Supplement” op „De Vriend der Wiskunde” 1(1887) no. 61, 
H (1888) bl. 104 en IV (1892) bl. Sje 





INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 

waarvan de oplossingen gevraagd worden. 

190. De driehoek ABC te construeeren, waarvan gegeven is 
de hoek B en de som der zijden aJ-b en b Jc. 
(Martus, Wisk. Opg. door Cattie, no. 35.) 

J. v. D. SANDT. 


(Dit vrgst. is opgelost onder no. 180 blz. 32.) 

(Zie ook: „ Supplement”, IV (1892) no. 141.) 

| | ET rg | Ddl 
191. Oplossen Va? Je pa? Jl dT 


(Marrus, Wisk. Opg. door Cattie, no. 231.) 
J. v. D. SANDT. 





Bij de oplossing dezer vergelijking komt men op een ver- 


gelijking van den 4en graad 
528e4 L 1598043 J- 1369072? J- 241968r J- 121027 =O. 
In het oorspronkelijke werk van Martrus leest men: 


Vat dU 4 at Ile J- 7 == de 


Het vraagstuk vindt men nu onder no. 219 BE. 





192. In een vierkant een rechthoek te beschrijven, waarvan 
_ het oppervlak gegeven is. 
(K. 1. 1890.) Ee 
Oplossing. 


Zij ABCD het gegeven vierkant en EFGH de gevraagde recht- 


hoek. Stel AB = a, opp. rechth. EFGH = p?, ABE =AF =g, 
dan is BF =a—x, EF =r1/2 en FG =S (a —g) v?. 
Men heeft nu wy 2X(a—x)va=p" 


of Pae jp= 
waaruit Ue 5 (ada? —2p°) 


f | 4 
Uit deze waarde van # blijkt, dat p? (Ge of p < gare 


RNR 
d.i, 3 diagonaal AC moet zijn, of wèl, dat de rechthoek 








LPS Pe AED 
pre 0 NT 8 RJM 
ks . É 







WAE. Bman is, als hij overgaat in het quadraat, dat de mid- 
fe dens der zijden van ABCD tot hoekpunten heeft. | 
ex heeft 2 waarden, waarvan de som == a is; zij geven 
_____daarom maar één Et thoele 

v. De constructie levert nu geen moeielijkheid op. 





_<____193. Door een vast punt binnen een bol gelegen worden drie 
Eon f onderling loodrechte koorden getrokken; te bewijzen dat 
Be de som van de vierkanten dezer koorden standvastig is. 
tl (K. IL. 1890) P. 
Et Oplossing. 

EE AB, CD en EF stellen drie onderling 
Ee: loodrechte koorden voor, welke door 
Ed 3 een vast punt P gaan, gelegen binnen 
Ze eenen bol, waarvan het middelpunt M 
in is en wiens straal = R. 

Ip Stel den afstand PM = d. Snijdt men 
5 f A den bol door een vlak, gaande door de 
Ral koorden AB en CD, door een vlak, 
En dat door de koorden AB en EF gaat en Ben: een vlak, dat 
Ke door de koorden CD en EF gaat, dan zijn de REEL van 
_____den bol met die vlakken alle cirkels. Stel de stralen van die 
drie cirkels in volgorde 7, ‚ /, en r,. 


B Nu is 
_____APXBP = CPXDP = EPXFP =— (R—d) (Rd) = R2—d?. (D) 
la AB? =(AP + BP)? 
D? —= (CP + DP)? 
_AB?+CD? — AP? +BP?+CP24DP? H2APXBPH2CPXDP(II) 
Volgens het theorema van Arcuimepes: „Als in een cirkel 
twee koorden elkaar loodrecht snijden, is de som der quadra- 
ten der 4 stukken gelijk aan het quadraat der middellijn 
6 De Vriend der Wiskunde” III, 1888, no. LXX blz. Ea is 
| AP? BP? CP? L DP? TN eh datde OER 
Ze Uit (D), (II) en ({II) volgt: 
_ AB? J CD? —=4r,? +4(R? —d?). Evenzoo vindt men 
AB? + EE? — 4r,? J4(R? —d?) en 
| _ CD? JEF? —=4r,? +4 (R?2 —d?) 
EG Ee Optellen. 
2(AB? CD? + EF?) =4(r,? Jr? Hr) +12 (R2—d?) 


opgeteld , dus 


dus 


de drie cirkelvormige doorsneden x,y en z, dan is 
r‚2=R?— a? 
p E —=R? — gy? 
rz =R? et 
Th TE OD SERIE 
ni en la al ne len afd lk (V)x, yen 2 zijn 
de ribben van een rechthoekig parallelepipedum, waarvan de 
lichaamsdiagonaal —= —= d is. 
Hieruit vloeit voort: x? + y? Jz? — d? (VD 
Uit (IV), (V) en (VI) volgt nu: 
AB? + CD? JEF? =2(3 R? — d?) +6 (R?2 —d?) = 
j IER? 8 dt 08 
waarmede bewezen is, dat de som van de vierkanten der koor- 
den AB, CD en EF standvastig is. 


194. Uit het hoekpunt A van een vierkant ABCD een rechte 


te trekken, die BC in F en het verlengde van DC in 


E snijdt, zóó, dat de inhoud van het trapezium ADCF 


middelevenredig is tusschen de inhouden van A ADEen 


A FCE. 
(C. Krarrer, Kz., Lrb.d. Mtk. $ 357, no. 795) J.P. 
Oplossing. — 
Zij ABCD een vierkant en AE eene lijn, zoo Se TOK EOS 
dat men heeft 
A ADE: trap. ADCF = trap. ADCF : A FCE. 
Stel de zijde van het vierkant — a, CF =x, dan is 
FB =a—x. 
AFCE» A FAB, dus 
CF:FB=CE: AB of #:(a—0)=CH:a, 








2 
Olen en DE =a + Tt A 
a—% art Aat 
ke AS 
TAADD oen 
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AB? HD? HEP? m2 drot dr) + ORD 
Stelt men de afstanden van het middelpunt M des bols, tot _ vp 
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EN MRS Ee KA OEE 
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dr A ADE —1 A FOE —1 trap. ADCF — %° 24° 90 sal 
sek Me) 
SA É: Nu moet men hebben : 
Kl TA ADE: Itrap. ADCF = Itrap. ADCF: 1 A FCE 
2 / of a3 as— ar? _ a3— ax? ' an? 


et 2(a—2) 2(a— 2) 2(a—z) ETC), 


MRE waaruit 
B eed q3 ;(a® — AL2) —= (A3 — 0x): ax? 





ST: at: (a? — 4?) —=(a? —x?): a? 
B ata? = (a? —#2)?, dus ar = a? — 4? 

Be en o? Er an — a? —=0. 

k ì 4 

Dus e= 545 Ten ze l 41/5). 

bt. 
_____De positieve ‘waarde voldoet aan de vraag. De negatieve 
EA £ 


À voldoet aan de lijn, welke lijn het verlengde van CB in F', en 
_ « het verlengde van CD in E‚ snijdt. Deze lijn door A ligt 
B _ buiten het vierkant. | 

WEL Neemt men nu van C af op de zijde CB een stuk 


Kr, et 
MCE — B — het grootste stuk der in uiterste en 
hj middelste reden verdeelde zijde a, dan zal de rechte AE, door 


het punt F gaande, de Berri rechte zijn. 
de av is de rechthoekszijde van een’ rechth. À , waarvan 
de schuine zijde — 3a en de andere rechthoekszijde — 2a is. 
___Men bekomt nn CF door ar 5 te verminderen met a en van 


_ het verschil de helft te nemen. 


En ws | 
DE 


FEE 


195. Op een gegeven rechte als basis een A te beschrijven 

hals: zóó, dat de basis, de opstaande zijden en de hoogte 
een meetkundige reeks vormen. 

(C. Krarper, Kz, Lrb.d. Mtk. $357, no. 798.) J.P. 


Oplossing. 


Benen van A ABC de basis BC = a, de opstaande zijden 
AC = —=ö en AB —c en de hoogte AD —= î respectievelijk eene 
_ meetkundige reeks, waarvan de eerste term —= a, de reden 
== r is, dan is no b=ar, c=ar? en geen 
dee Nu E 20 =a.ar? = a?r?, dus de loodlijn uit Bop AC 


À 


ME 





neergelaten h= an 20 Bt oe ns ar ==, derhalve staat de 
zijde BA 1 AC en is A ABC rechthoekig in A. 
fb: Dus AC? 4 AB? = BO? of (ar)? + (ar°)? =a? 
B of art arr? za?, of ri dre =l. 
E Dus AB? J- AC? = BC? 

of (ar?)? + (ar)? za? 
of _ art Jar? za? | alleen voldoet, dus 


4 De 
BE of r he emart= geldt) 
| 2 zijnde het grootste stuk der in Ra 8 





waarvan sr? — — 55 vò 






en n= ztgrd 


uiterste en middelste reden verdeelde basis a. 
De driehoek kan nu geconstrueerd worden. 


196. Twee personen, wier krachten zich verhouden als 5: 2, ' 
„werken samen 3 dagen aan zeker werk. Om het af te 


maken zouden zij samen zog zE dag noodig hebben. Nu j 


werken zij echter ieder nog zoo lang, dat de verdiende 
som gelijkelijk kan verdeeld worden. Hoe lang heeft ieder 
gewerkt ? Dek 
(Hoofdakte-ex. s-Gravenhage „ 1891.) 
Oplossing. 
Zij verdienen evenveel, dus maken elk de helft van't werk „A8 


af. Samen kunnen zij het werk in be dag afmaken, d. e 


ee van ’t werk per dag. Hiervan doet A EE 1 de B — 1 5 

À ! Ns Ee 
A heeft dus : xl dag en B pr xtd oe 18 5 
dag gewerkt. f 


197. Iemand heeft 3 kapitalen, samen f 19000—, uitgeleend, 
het eerste tegen 4 °/,, het tweede tegen 5 of, en het derde 


tegen 6 0/,. Als de kapitalen Beed 5 Lie opbrengen, B k 
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vak Rd Eat RES ME de é e ; 
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| B ne groot is dan elk kapitaal afzonderlijk ? Det 
A _(Hoofdakte-ex, s-Gravenhage, 1891.) 
Be 8 


B ij Es Oplossing. 


SE 
El 


Be, uitstaan. Stond de f 17000 tegen je 5 lo uit, dan zou de 
j EE Ee ed 


Â 


s 
RS bar 


R 3 Ne 6 


/ Bibeide andere samen f 14000 en daar zij f 2000 verschillen , 
Ee het 2e kapitaal f 6000 en het 3e kap. f 8000. 

4 wos. Van een Mesonen cirkelkegel met eene hoogte van 2 M., 
EE wordt door een vlak, evenwijdig aan het grondvlak, een _ 
__andere kegel ateaneden, waarvan de inhoud gelijk is aan 
2 van den geheelen kegel. Bereken tot in tienden van m M. 
B, de hoogte van den afgesneden kegel en laat de bewerking 
____in haar geheel staan. Dee: 
(Hoofdakte-ex. ’s-Gravenhage, 1891.) 


Oplossing. 


de he afgesneden kegel is gelijkvormig met den heelen kegel. 
BE. _ Hanne inhouden verhouden zich dus als de 3e machten hunner 
Et De hoogten Dus 

BS % 5:3—H3:h3=23:h3=8:h3 

dns - h3=48 en h—=B4,8M=1,6868.. M, 


RA: Te et 3e katia 12 2000.— grooter is aem het B hoe 


De rente der 3 kapitalen is samen 190 x f Bn —= f 980. Was 


het 3e kapitaal f 2000 kleiner, dan zou de B 20E On 5 
EE En =f 120 minder, dus f 980 — f 120 —f 860 bedragen. Het 2e 
a a 1 3e kapitaal Enden dan even groot A en gemiddeld tegen 


0 intrest 170 x/53 — f 935 geweest zijn, dat is f 75 meer dan 

B Ee 860. se verschil Oe door dat van het le kapitaal de 

er EE en B lo — 4, = 15° Jo te hoog is berekend. Dit kapitaal 
Een 


EN ee. dus (75: s Le 5) xf 100 — 50 xf 100 =f5000 groot; de 


vett A he? Lens ag 
AE ee erk Parle nT Aah Bk Ae 


lt mi PO ed 


ne hi 


Se bent Freed: 
EE OD ee 


REEK 


APE RIS VETTEN 
et 





ee ES AE 
e 3. 3 B4,8 == 1,6868 
Ei 6 216 1,0 | RE: 
36 516 3800 | La 
6 252 3096 en 
42 168... 104... Je 
6 3904 645632 Mi 
48 80704 58368 An 
| 8 3968 | 50982 48 
b 488 84677 … 7886 en 
gE 30 ae a 
496 8497 Lt 
8 30 He 
BOR 852 EE 
5 ie sb 
199. Twee kapitalen, samen groot f 10000,—, staan tegen ver. 
schillende °/, gedurende verschillenden tijd uit. Heteerste — zi 
brengt f48—, het tweede f 243. aan interest op. De 
verhouding der procenten is gelijk aan die der overeen- _ vid 
komstige kapitalen, terwijl, als de tijden verwisseld waren, 8 8 


de opbrengst van het eene kapitaal aan die van hetandere 
gelijk geweest zou zijn. Hoegrootiselk kapitaal? D.H. — 
(loofdakte-ex. ’s- Gravenhage, 1891.) 





\ Oplossing. 


De verhouding der kapitalen k en K is dezelfde als die 
welke bestaat tusschen de percenten, waartegen k en K uit- 
staan. De renten, die beide kapitalen in gelijke tijdseenheden 
opbrengen, staan dus tot elkaar als k?:K?. De interesten 
in verschillende tijden opgebracht, verhouden zichals48:243 ns, 
of als 16:81, Worden de tijden verwisseld, dan zijn deren- ea 
ten gelijk. Uit het eerste volgt, dat T:4=16K?:81k?2 en 1e 
uit het tweede, dat T:t— k?:K?, uit welke twee evenredig- 4 
heden blijkt, dat k4:K4=16:81 en k:K=2:3. BE 

k en K zijn samen f 10000. k is dus f 4000 en K f 6000. 


- 


£ De = 
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200. Te 10 uur vertrekt uit P een voetganger en 3 uurlater 
uit R in tegengestelde richting een rijtuig. De voetganger 
























der jr 6 Ka, not rijtuig 12 KM. Dir uur. Bij de Dj 

5 He eting heeft de voetganger de helft van den weg A 

# legd. Hoe lang is de weg ? 

E lemand geeft de volgende oplossing : | ig 
3 Ee de ed en het Be tegelijk agen | 


se of 18 KM. dn en de weg 6 x 18 KM. — 108 KM. 
lang is. Wijs in deze oplossing de fout aan en geef een 
Bee oplossing. - D. H. 
date. -eX. 's-Gravenhage , 1891.) | 


Oplossing. 


2 


eee Be en in Hs uur E van dien weg. In die 3 uur legde 
de EN van den weg af, enz. — Maar hij kn: dat zin 


Zed alsof hij twee gegevens had en vergeet , dat Rhene vi 
| ding gegeven en het andere eenvoudig eene veronderstel- 
nd ne is. zin er 3 wijst den tijd aan, gedurende welken het 
ti tuig onderweg is. zin het eerste geval wijst den tijd aan 
urende welken het rijtuig onderweg zou zijn, als voetgan- 
k en rijtuig tegelijk vertrokken. Nu zijn #J-3 uur van den 
} oetganger en z uur van het rijtuig gelijk aan 8x J- 3 uur 
_den voetganger. En z uur van den voetganger + z uur 
van het rijtuig zijn 37 uur van den voetganger. De laatste 
egt in 3z +3 uur meer af dan in 3x uur. 

Bj de ontmoeting heeft de voetganger de helft van den 
veg afgelegd Het rijtuig legde dus de andere helft af. In 
en tijd, dien het rijtuig onderweg was, legde de voetganger 
n vierde van den weg af. Deze adtels toch legde 6 K M., 
per uur af, terwijl het rijtuig 12 K‚M. vorderde. In de drie 
ur, die Be voetganger vóór het rijtuig onderweg was, legde 


zi He Ref. andere vierde van den weg af. Een vierde van den 
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_n.l.: „zoodat hij in 3 uur 5 van den weg of 18 K.M. aflegt EE 



























weg is dus 3 Xx 6 K.M. en de le Coe 8 12 20 KM. en £ 
72 KM. SEN 


_ Wanneer hij in die 3 uur : van den weg aflegde, dan ke 2 


den voetganger en rijtuig, zoolang zij samen op weg waren, de 
overige vijf zesden van den weg af. Van deze vijf zesden _ 
legde de voetganger het He deel af. In het geheel ln 8 


hij dan zvn den weg Ee > hiervan, dus el af, d.i 18 5 S 


van den de minder, dan hi Ee. slo EEE. dà oe 

Bouwen wij dus op de eonclusie van den oplosser voort, 
dan komen wij tot een oplossing, die in strijd is met het gen Z5 
geven in den derden zin van het vraagstuk. hg 


Ed 


Tweede oplossing. an 
„Als de voetganger en het rijtuig te gelijk vertrokken, zou 2 


de voetganger bij de ontmoeting : van den weg hebben afge- 8 


legd; nu de helft” Dit is waar. Maar wat er nu volgt» on 


en de weg 6 X 18 K.M, = 108 K.M. lang is”, ós niet waar. 5 
Als de voetganger 3 uur vroeger dan het rijtuig vertrekt _ 


legt de voetganger 18 K.M. en : van de rest van den weg de 


Vertrekken voetganger en rijtuig tegelijk, dan legt de voet- f À 3 





ganger dio 3 rest ook af, maar van de 18 K.M. maar B SA 
deel of 6 K.M In dit geval legt de voetganger dus 18 K.M. Re 4 
6 K.M. of 12 K.M. minder af dan in het eerste geval. Deze 5 5 


12 K.M. is dus : van den weg, want in het laatste geval Ki: | 


legt de voetganger : van den weg minder af dan in het eerste ze 0 


geval. De weg is bijgevolg 6 Xx 12 K.M. of 72 K.M. lang. Se 
Het vraagstuk is hiermee tevens opgelost. ES 

We kunnen, als de fout aangetoond is, ook nog deze op-__— 
lossing geven. 0 à 

Bij de ontmoeting verhouden zich de Bear voetganger en Aon 
rijtuig afgelegde wegen als 1 en 1, terwijl hunne snelheden 
zich verhouden als 6 en 12, | EENS 
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of al 2 en 1. Het verschil 


het verschil der uren, die 
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VAN DER War & Veroonen. 
Derde ee 


GOEDE OPLOSSINGEN, 

$ de - Opgaaen 721 —740, natk. orgst. 41—43, en 190—200 

A Be zijn ingezonden door : 

AN Bakker, 721, 722, 724726, 728,731—737 ; 194, 196—200. 
nd BE T22- 126, 731, 183198: ek vrgst. 42, 43; 196 —200. 

B: Jansen & Schulte, 721—738, 740; 190, 192, 196, 197, 199, 200. 

UK. 1217126, 728, 130-132, 134 738 ; 192, 194, 







Het omkeeren eener stelling. le AE 

Wat verstaat men door het omkeeren eener stelling? Zn 

Laat ons zien wat verschillende SCHEG ten onzent daarop A 
antwoorden. EER 

Vorsterman van Oyen zegt in zijn Handboek voor de theorie — RE 

en practijk der Meetkunde I, inleiding tv: „Eene stellin ge oo 
_omkeeren is het gestelde aannemen als veronderstlltig en_ £ 
de veronderstelling tot gestelde maken.” vS d 

Knapper zegt in zijn Leerboek der Meetkunde I, 2e druk A 
bl. 10: „Als men van een stelling het gestelde met et onder- 
stelde of met een deel daarvan verwisselt, dan en NE 
het omgekeerde van de stelling.” 

Dr. Benthem zegt in zijn Leerboek der Meetkunde I, bl.39: 

„Door de omgekeerde eener stelling verstaat men eene B 
hilde stelling, waarvan het onderstelde bestaat uit het ge- 
stelde der eerste met of zonder een deel van haar onderstelde, 
en waarvan het gestelde het overige van het onderstelde der 
eerste is.” 

Gravelaar zegt in zijn Leerboek der Rekenkunde I, bl. 15: 
„Als men van een (enkelvoudige) stelling het gentle verwis= 
self met een der gegevens in het onderstelde, dan krijgt men 
een der omgekeerden van de stelling.” 3 

„Een stelling laat zooveel omkeeringen toe, als er gegevens 
in shet onderstelde worden aangetroffen.’ 

Bij Versluys vond ik geene bepaling. Wel vraagt hij op 
bl. 31 van zijn Nieuw leerboek der Vlakke Meetkunde, 4e druk: 

„Wat is het omgekeerde van deze eigenschap ?” maar hij geeft 
geene bepaling. 

Voor we bovenstaande bepalingen vergelijken, ‚ nemen we 
een paar voorbeelden. 


Es 


lie Lag 
NT 
Erne hd ° 
le 


za 


de + 
lie et n 
ANC EA Er es, 
he Al le F4 
end , ke TE 
EP dd’ 


Aap 






L en 

Stelling. Als twee zijden van een driehoek A8 
gelijk zijn, liggen over deze gelijke zijden gelijke io 
hoeken. 8 


NG 
Onderstelde : AB — AC. en 


Gestelde: LBe=/ 0; 
















oke Als twee hoeken’ van eon Nd: gelijk zijn, 
over deze gelijke, hoeken ne zijden. 


| hebben hier een Bee geval : onderstelde en ge- | 
do bestaan uit één deel, Deze deelen zijn verwisseld. 


II. 
nd tin. Als men door het toppunt van een gel vkheenigen 


Bore: AB ET | 
de lijn P gaat door ’t toppunt A, 
Ps BD —= DC. 
Wte. Gestelde : LD 90% 

B 1e Omgekeerde. Als men door het toppunt van een RIEDER 
4 eene lijn trekt naar het midden der basis en deze lijn staat _— 
rechthoekig op de basis, dan is de driehoek gelijkbeenig. 

5 ler blelde,; de lijn P gaat door ’t toppunt A. 
BDO: 
ge 900, 
Tak Gestelde: AB —= AQ. | 
gi 2e Omgekeerde. Als men in een gelijkbeenigen driehoek eene 
lijn trekt, die in het midden der basis loodrecht op de basis 
staat, dân gaat deze lijn door het toppunt. 

gr” _Onderstelde ; AB = AC. 

BD = DC. 

SAR 009 
Bode de lijn P gaat door ’t toppunt A. 
Ee Omgekeerde. Als men door het toppunt van een gelijk- 
B B driehoek eene lijn trekt loodrecht op de basis, dan 
Ent deelt deze lijn de basis middendoor. 
B: <______Onderstelde: AB = AC. 

BORE de lijn P gaat door ’t toppunt A. 

rede, D= 0 

bes É __ Gestelde: BD = DC. 

AF Bj dit voorbeeld bestaat het onderstelde uit drie deelen , 
het gentelde uit één deel. Door achtereenvolgens het gestelde 
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te ri, met een der dean van het o stelde , heb- 
ben we drie omgekeerden gekregen. ES 4 Oe, Ee 






HI. 


Stelling. Als men door het toppunt van een ‘gelikbeene 
driehoek eene lijn trekt, die loodrecht op de basis staat, 
worden de tophoek en de: basis middendoor gedeeld, 

„ Onderstelde : AB —= AC. | 
| de lijn P gaat door toppunt A 


AD 1 BC. 
Gestelde : / BAD = / DAC. Ee 
BD — DC. | 


We hebben hier eene stelling, waarvan het onderstelde uit — À 
drie, het gestelde uit twee deelen bestaat. Door elk der dee- 
len van het gestelde achtereenvolgens te verwisselen met elk _ 
der deelen van het onderstelde, krijgen we de volgende zes 
stellingen. | 

1. Onderstelde : /_ BAD = / DAC. 
de lijn P gaat door ’ toppunt A. 


a 
Ee 


AD | AC. 

‚Gestelde : AB = AC. 

BD —= DC, 

2. Onderstelde: AB == AC. 

LSBADE EDA 
AD-1: BO. 
Gestelde : de lijn P gaat door ’t toppunt A. 

BD —= DC. | 


3. Onderstelde: AB = AC, 
| de lijn P gaat door ’t toppunt A. 
BAD =/ DAC. 

Gestelde ; AD { BC 

BD =D; 

4, Onderstelde : BD = DC. 
de lijn P gaat door ’t toppunt A. 

AD … BC. 

Gestelde : Z BAD ==/ DAC, 
AB = AC. 
Onderstelde :; AB = AC, 


ee 


… 
kon | 






BD = DC. 








pet Ay ei AD | BC. 

Pe ee Gestelde: / BAD —=/ DAC. 

BEN de lijn P gaat door ’t toppunt A. 
dE 6. Onderstelde : AB = AC. 

TR de lijn P gaat door ’t toppunt A. 

Ue | BD = DC. 

Dn Gestelde : BAD =/ DAC, 
hi AD } BC. 
_______Maken we nu naar aanleiding van het bovenstaande eenige 
Es _opmerkingen. 
Ee _ De bepaling van V. v. O. is blijkbaar onvolledig (zie tweede 


___voorbeeld). Knapper en Benthem geven dezelfde bepaling , 
____die zoowel voor het eerste als voor het tweede voorbeeld geldig 
_ is. Zij hebben gedacht aan eene stelling, waarvan het gestelde 
_ _ uit één deel bestaat. Gravelaar heeft dit zeker willen aan- 
__geven door het woord „enkelvoudige’’, want op de vorige blad- 
zijde (4) van zijn Leerboek zegt hij: „Soms worden eenige 
Stellingen met gemeenschappelijk onderstelde tot één stelling 
___samengevat. Knapper en Benthem spreken van het en de om- 
____gekeerde, Gravelaar van een der omgekeerden, wat blijkens 
___het tweede voorbeeld gewenscht is. 
___ Alle schrijvers zeggen, dat een omgekeerde van eene stel- 
_< _ ling niet noodzakelijk waar is, Benthem en Gravelaar hel- 

____deren dit door een voorbeeld op. 
on __ Als we de stellingen uit het derde voorbeeld nagaan, zullen 
___we zien, dat niet alle zes goede stellingen zijn. 
__Hindigen we met de volgende vragen : 

a. Moet steeds één der deelen van ’t gestelde verwisseld 
__worden met één der deelen van ’t onderstelde ? 

b. Welke bepaling voldoet aan alle gevallen ? 
Maastricht, 4 Jan. 1892. S. DE Gast, Jz, 


CORRESPONDENTIE. 
Prijs B is bij loting ten deel gevallen aan M. Simons. 
Hij deele mij mede, waarop zijne keuze gevallen is. 


Te verbeteren. Blz. 25 middenin staat 2"! 8000000, 
__ lees BN „ 8000000 en vervolgens { veranderen in ). 
De Vriend der Wiskunde. VIL 6 
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Het uitbreiden van eigenschappen, constructies en 
berekeningen. 


pooR J. M. THIEL. 


Vaak kwam het mij voor, dat leerlingen, die een bereke- 


ning of constructie wel voor een bijzonder geval konden uit- _— 
voeren, haar niet op analoge gevallen wisten toe te passen — 


of ook niet in staat waren, een algemeener gesteld vraagstuk 
volgens hetzelfde beginsel te bewerken. Ongetwijfeld zal menig 
lezer van dit tijdschrift daarmede eveneens moeite gehad heb- 


ben. Door het volgende wil ik trachten, zijn blik op meet- vn 


kundig terrein te verruimen. 


T. De ANALOGE UITBREIDING VAN EEN VRAAGSTUK, 


Om de analoge gevallen, die men aan een vraagstuk kan 7 


toevoegen, te kunnen noemen, dient men eerst te weten, welke _ 
grootheden in de meetkunde eene analoge rol SEE Analoog — 
zijn in de meetkunde: 





Som 5 
Vórsohilel oen ee rn lijnen. 
En van een paar hoeken. 





( Binnenbissectrices 
| Buitenbissectrices 
Ingeschreven cirkel. 
Aangeschreven cirkels. nd 

| Omgeschreven cirkel. 

Cirkels gaande door 2 hoekpunten en het hoogtepunt. 

f. Een hoek die aan de eene zijde van een lijn is afgepast 

en dezelfde hoek aan de andere zijde neergeplaatst. 


| van een hoek. 





Dit zijn niet alle, slechts de voornaamste. Ë 


Indien van eene figuur eenige der bovengenoemde groot- B 
heden gegeven zijn en er wordt gevraagd, die figuur te con= 


strueeren of wel eenige elementen te berekenen , dan zal men, 
als men voor de gegevens geheel of gedeeltelijk analoge groot- 


heden ia de plaats stelt, analoge constructies of analoge uit- id 
drukkingen moeten vinden [et veiligst handelt men, indien’ an 
men de snijpunten van analoge liĳnenparen in beide figuren 
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Es Ee 

ve Boon dezelfde letters aanduidt, m.a,w. naar de eene figuur 
_ als voorbeeld de andere ontwerpt. 

_ ___’t Voorgaande, dat vrij abstract is, willen wij thans door 
__enkele voorbeelden ophelderen. 


Elen | Vraagstuk 1. 
Van een BA is gegeven: een zijde , t verschil van de andere 
iN zijden en ’t verschil der overstaande hoeken. Dien A tecon- 
| strueeren. 


A AAB (zie fig. 
la) is te constru- 
strueeren, daar 


| LN'AB— (AB) 
Di Fig. Aa. Fig. 15, en AB—a—b. 





A ABC is daarna gemakkelijk te voltooien. 
_… Willen we dit vraagst. met inbegrip der analoge vraagstuk- 
ken stellen, dan wordt het: 


’ a 
‘Een A te constr. als gegeven is: een zijde, Vyoreenl der 


de som 
’t verschil 


ae andere zijden en 
n J …_ de som 


der overstaande hoeken. 





Fig. 2a. Fig. 26. Fig, 2. Fig. 2d. 

Aan de hand van fig. 15 kan de lezer gemakkelijk de drie 
andere gevallen behandelen. 

Het volgende vraagstuk willen we dadelijk zoo stellen, dat 
de analoge vraagstukken er mede in begrepen zijn en ook het 
bewijs zoo inrichten, dat het voor fig. 2a, 25, 2c en 2d van 
toepassing is. 








Vraagstuk 2. | ze 6 À 8 3 


De pasten [isecerie van / A eens drichoeks snijdt de 7 En bi 
binnen ' K E 
Art (bisscotrie van Z B in Ten de basis in P. Bewijs, oe 
dat PI:IA=a: , Fr 8 ee 

We trekken uit B eene lijn evenwijdig aan de TA bis- 30% 
sectrix van / A, welke ed ie ge AC of haar verlengde i in Kn 
D snijdt. Daar BI een toon | bissootrix is van A ABP, ze 
hebben we zl A8 
PI:IA—=PB:BA==PB:AD (want A ABD is gejkbeeng) GR 

—0B: ope}, ES va 
b —cC ET 

Vraagstuk 3. SO 

de som Ps 

Een A teconstrueeren, als gegeven ts: een hoek, het verschil\ 
van de overstaande zijde met een der andere zijden benevens ‚5 
ee „| van de overstaande zijde met de derde zijde. à 8 
het verschil | Ak 

(De inzender van no. 180 en 190 der ingekomen vraagstuk- _ 


; 


ken ziet, dat zijn vraagstuk een der drie is, welke in dit Te 


Giers zijn opgesloten.) ze 
Wij zullen bij dit vraagstuk de constructie geven voor hetis zi 
geval, dat men in beide gevallen de som neemt. De lezer ga 
dan met behulp van fig. 35 en 3c ’tanaloge geval na, waarin - 2 
men één som en éón verschil of twee verschillen neemt. An 
Ze 

de 

ee 





Fig. 3a. Pig. 3. Fig. 3e. 









Constructie (zie fig. 34): 
Zet op de beenen van / A de stukken AC’ —= AB + BC en 


_ AB'= AC + BC af. Neem op C'A van C’ uit een willekeurig 
___stuk C'M en op BA een geliĳk stuk BM. Beschrijf uit M 


____als middelpunt een cirkel met MC’ tot straal. Trek uit M'een 


lijn evenwijdig aan B'C', welke lijn cirkel M in S snijdt. De 
lijn CS zal AB’ in C snijden. Construeer verder CB // SM, 
dan is A ABC de gevraagde A. 

Om deze bewering te staven, is slechts noodig, dat we aan- 


__toonen, dat B'C—CB=—=BC’. Trekken we uit S de lijn 


ST //AB', dan is C'TSM xC'B'CB en daar in de eerste figuur 


TS (=B'M) == SM — MC’, zal ook BC = CB —= BC’. 
| Vraagstuk 4. 


Dezelfde opgave. 
Voorafgaande beschouwing : 





Fie Áa. Fig. 45, 
(Zie fig. 4.) Als in A ABC’ de hoeken B' en C' zijn mid- 
dendoor gedeeld door B'S en C'T, dan verhouden zich A'S en 


AT als a! Jb en a’ Jc. Verder snijdt de lijn ST de basis 


in ’t zelfde punt, als waarin de buitenbissectrix van / A’ haar 


snijdt. (Voor ’t bewijs van ’t laatste zie men „Continuïteit’”’.) 
Op grond van dit een en ander ziet men de juistheid in van 


de volgende 
Constructie : 

Pas op de beenen van hoek A stukken A'S en AT af, die 
zich verhouden als a+ 5 en atc. Zoek het snijpunt U van 
de lijn ST en de bissectrix van het supplement van A. Con- 
strueer uit S als middelpunt een cirkel, die aan A/B’ raakt 
(of uit T als middelpunt een cirkel, die aan A/C’ raakt). 
Construeer verder uit U de raaklijn aan dien cirkel, dan is 


‚ AABC' gelijkvormig met den gevraagden A. 


BE 





De constructie voor ’t geval, dat ZAK als met ae A 4 


gegeven zijn, ziet de lezer in fig. 4b uitgevoerd. 

Ter oefening passe de lezer de constructie analoog toe voor 
't geval a—b en a —c gegeven zijn. 

Meerdere voorbeelden van analoge constructies behoeven 
dunkt me niet te worden aangehaald. Op blz. 235 van „De 
Vriend der Wiskunde” VI (1891) heb ik een bewijs van de 
stelling van ProLeMmeus gegeven, dat geheel analoog is met 
het bewijs, dat men in alle leerboeken aantreft. 


Ook aan berekeningen kan men vaak eene analoge nitbrei- 
ding geven. Zoo is het een bekend vraagstuk, dat in bijna 


alle leerboeken en verzamelingen voorkomt: De som van de 


kwadraten der zijden van een vierhoek is gelijk aan de som 
van de kwadraten der diagonalen plus viermaal het kwadraat 
van de verbindingslijn der middens van de diagonalen. Doch 
nergens vond ik er het geheel analoge vraagstuk bij: 4 keer 


’t kwadraat van de lijn, die de middens van twee zijden ver- 


bindt plus de som van de kwadraten op die zijden is gelijk 
aan de som van de kwadraten op de andere zijden plus de 
som van de kwadraten op de diagonalen. 

Het nagaan van analoge gevallen wordt door velen geheel 
verwaarloosd en niets is bij de studie der meetkunde meer 
vruchtbaar. Zeer weinig lezers zullen bij vraagstuk 224 (om 
een greep te doen) van „De Vriend der Wiskunde” III (1888) 
op de gedachte zijn gekomen, dat, als men binnenwaarts op 
de zijden van een A geliĳkzijdige AA beschrijft en de vrije 
hoekpunten van die A A met de overstaande hoekpunten van 
den driehoek verbindt, men eveneens drie lijnen bekomt, die 
door één punt gaan; nog minderen zullen zich met de vraag 


bemoeid hebben, wat er van de eigenschap wordt, als men - 


twee buitenwaarts en één binnenwaarts neemt of omgekeerd. 

Dezelfde opmerkingen vallen te maken bij no. 483 uit „De 
Vriend der Wiskunde’ V (1890), door den Heer EGER te 
handeld. 

In de laatste jaren was er in de wiskunde een streven op 
te merken, om dezelfde waarheid op twee of meer wijzen aan 
te toonen. De verschillende jaargangen van „De Vriend der 
Wiskunde’ vooral munten soms uit door een Harn aan=- 








g de vruchten zou afwerpen, zou zijn: bij een vraagstuk alle daar- 
‚ mede analoge vraagstukken te zoeken. En daarvan treft men 
in „De Vriend der Wiskunde’ zeer weinig voorbeelden aan. 
__En er komt schier geen vraagstuk voor, waarbij dergelijke 


analoge vraagstukken niet te vinden zijn. We willen nog een 
greep doen uit den grooten schat van „De Vriend”. 

In no. 226 van den 3den Jrg. wordt bewezen, dat de som 
der loodlijnen, wit het middelpunt van den omgeschreven cirkel 


op de zijde neergelaten gelijk is aan de som der stralen van 


den om- en ingeschreven cirkel. Het zou vreemd zijn, indien 


alleen zulk een verband bestond tusschen de stralen van den 


omgeschreven en van den ingeschreven cirkel en niet tusschen 


___de stralen van den omgeschreven cirkel en de aangeschreven 
_eirkels. Men ziet dan ook zeer spoedig, dat: de som van twee 
dier loodlijnen verminderd met de derde gelijk is aan den 


straal van den aan de derde zijde beschreven cirkel, vermin- 


_ derd met den straal van den omgeschreven cirkel. 


Hiermede besluit ilk mijn opstelletje, om een volgende maal 
over continuïteit en het induceeren te spreken. 


Haarlem , Oetober '91. 
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waarvan de oplossingen vóór den 15en Juni 1892 franco Ben 


ae 


bij den Redacteur A. J. van BrrEN te Arnhêm, en 


761. De som der termen van eene oneindige afdalende meet- Ei 


762. 


763. 


164. 
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worden ingewacht. 


kundige reeks is 15 en de eerste term ©. Wat krijgt — 


2 4 


men voor quotient, als men 1185408 maalderedendezer 


reeks deelt door den vierkantswortel uit het gedurig 
product van al de deelers van 84? (Het getal zelf mee- 
gerekend.) ng 
(Ex. Hoofdakte, Limburg, 1874.) - 


Gevraagd 35+ vs — P 133 tot op T nauwkeurig, TN 


zoodat de uitkomst zeker te groot is, 


Zij q het quotient en r de rest der deeling aan a door b, oa 


Rf 
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Zr 


— q, het quotient en r, de rest der deeling van a door Z En 


1", — q, het quotient en 7, de rest der deeling van a 0 


door 7, , enz. Te bewijzen, dat men heeft: 
LRE | 1 1 1 


md 





ne 


aan Tan mn | 


(N. L. W. A. Gravenaar, Lrb.d. Rek. I, $289, no. 106) 


Als w:y:e=y:e2:w, dan is: 
(HU) (y F2) — (wr H 2) (y Hv) 


een 2e-macht. Bewijs dit. | 


‚_(N.L. W.A, Graveraar, Lrb. d. Rek. I, S 289, no. 117.) 


165. 


766. 


167, 


Als een even getal de som is van twee 2e-machten, dan 
is ook de helft van dat getal de som van twee 2e-mach- 
ten. Bewijs dit. 

(NL. W. A. Graveraar, Lrb d. Rek. I, 8 289, no. 142.) 


Als een getal en zijn 2e-macht op dezelfde m cijfers 


eindigen, dan eindigt elke macht van dat getal op die 

m cijfers. Bewijs dit, | 

(N. L. W. A. Graveraar, Lrb. d. Rek, I, S289, no. 151.) 

Drie harmonisch evenredige getallen te zoeken, waarvan 

de som gelijk 26 en de som der quadraten gelijk 244 is. 
J. C. Beer, 









__zestien of een deeler van zestien zijn ? 


768 Waar m zal het aantal cijfers der periode van De 






fe 
A 


(J. VersLurs, Dlbh. & Rep. br. no. 14.) 
Op hoeveel manieren kan 4800 worden ontbonden in twee 
__ factoren? En op hoeveel manieren kan men 1680 ont- 
binden in twee factoren, die relatief priem zijn ? 
(J. Versuuys, Dlbh. & Rep. br. no. 16 en Frl 


{___ 770. Een rekenkundige en een meetkundige reeks hebben den 


eersten term, den laatsten term en het aantal termen gelijk. 
Bewijs, dat de som der termen van de rekenkundige reeks 


Sne | grooter is dan die van de termen der meetkundige reeks. 
ETL. Ontbind in factoren: a4 — 243 + Sa? —8a J-4 


dl 


AS, © en 323 L 1772 L 182 — 8. 
___ 172. Bereken de waarden van # en y uit: 
EN 507 1 


Md 1d 
0 x3 sk Re == 'tb en —) (3 4) — 10. 
778. Herleid: (28 — 1613). 


774, Men telt bij de termen eener rekenkundige reeks van 4 
ls He 

"DE termen (laatste term — 7 en som —= 16) respectievelijk 
Be de getallen 2, x,y en 74 op. Als de aldus verkregen 
De __…__sommen een meetkundige reeks vormen, vraagt men de 
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waarden van x en y te bepalen. | 
. Â en B gaan elkaar gelijktijdig uit P en Q tegemoet. 
A legt den eersten dag 21 K.M. af en de volgende dagen 


ge 


n} 


telkens 5 K.M. meer; B legt den eersten dag 36 K.M. 


pd 
à 


/ n de En Meire 
VIE Ve TEE 


af en de volgende dagen telkens 5 K.M, minder. Na 


hoeveel dagen ontmoeten zij elkander, als ieder op den 
dag der ontmoeting evenveel K.M. aflegt, en hoeveel 
K.M. heeft ieder dan in het geheel afgelegd ? 


LES 


he = 176. Gegeven twee punten en twee evenwijdige rechten. Door 


deze punten lijnen te trekken, die met de gegevene 
eene ruit wormen. (K.I. 1891.) 


Ee 117. Construeer de lijn z—=1 | 5 — rv (0—2r5)| 


ge 





de 43 b8 + 3 
en He lijn bpm Vat Ebi + eh) 
als a, b en c gegeven lijnen zijn. 


























178. Uit de hskDarher van een Pecelie den San als mid 
| delpunten met de zijde als straal beschrijft men baal An $ 
den zeshoek cirkelbogen van hoekpunt tot hoekpunt. 
Druk de oppervlakte van de rozet, die EL in de 
zijde a van den zeshoek uit. _ Ds A 
(N. L. W. A. GraveraaAr, Vrgst. oef. Mtk. Rek. L no. 1985) d „ii 
119. Twee cirkels raken Eike inwendig. In den buitensten 
cirkel is eene koorde getrokken, welke den binnensten — ae Yv 
raakt. Het raakpunt der twee cirkels is vereenigd met ie 
het raakpunt en de uiteinden der koorde. Bewijs, dat 
de eerste dezer drie lijnen gelijke hoeken a met de 
laatste twee. 
780. Een driehoek te construeeren als gegeven zijn: 
de tophoek-bissectrix, het verschil der basishoeken, 
en het verschil der Ener waarin de basis door 5 3 
hoogte op haar verdeeld wordt. 3 


Ingezonden natuurkundige vraagstukken, se 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. _ 
44, Een lichaam van 7 KG. heeft eene snelheid van 4,9 M. en een fs ks ke 

ander lichaam van 4,9 KG. heeft eene neten van 7 M. B 
Hoeveel Arbeidkvermeden heeft het laatste meer dan het eerste? 
(Verg. Examen; Horn en pr Gast, Vrgst. over Natk., 
S 35 no. 63.) 
45. Een areometer met cilindrischen steel wijst in water 0, 
__en in eene vloeistof van 0,8 specifiek gewicht 100. Tot 
welk punt van den gelijkmatig verdeelde. schaal zal hij 
inzinken in eene vloeistof van 0,916 spee. gew. ? 
(Ex. REDE de GH Winte Nat. Vrgst. II, 
no. 247.) J.P An 
46, De hef boom eener veiligheidsklep is 36 cM, lang en weegt Bi 
2 KG. Zijn zwaartepunt ligt 16 cM. van hetsteunpunt, 
terwijl het punt, waar hij op de klep drukt, 4 cM. van 
het steunpunt ligt, Zoo aan het uiteinde van den hef- 
boom een gewicht van 10 KG. hangt, welke nd van 3 
den stoom opent dan de klep ? ERE 
(Examen hulpacte, Horn en pr Gast, Vrgst. over Natk., 
S 35, no: 35.) El 









219. 


_ Oplossen: Var dte 4 


_(Marrus, Math. Aufg. no. 770.) 
„ Temand verkoopt 25 Juni 10000 florijnen Oostenrijksche 


BL Juli. 


221. 


‚ Twee personen drijven handel, 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 
Verbeterde redactie van no. 190 (bl. 68). 


Var He 7 = rd 


staatsschuld 5 0/, à 19, coupons 1 Mei, 1 Nov. en koopt 


3000 dollar bantsl Pacifie 6 0/, à 1055 coupons 1 Jan. en 
Maak het saldo op dat kan Ae of moet 


betaald worden. Provisie lor (De florijn wordt bij in- 


en verkoop van effecten berekend op f 1,20, de dollar 
op f 2,50). H. G. 


Temand verkoopt van een partij koopwaren > à f 1,60 en 


de rest à f1,35 per KG., waardoor hij in het geheel f 120 
wint. Als de winst op den eersten verkoop, staat tot het 
verlies op den tweeden als 3:1, hoe groot was dan de 
partij ? H. G. 
(220 en 221 Hoofdakte-ex. Groningen, 1891.) 

A met f 600 meer dan B. 
Daar A 10 en B 20 pCt. wint, bezitten ze na den handel 
evenveel. Hoeveel gulden wint ieder ? L. A. 


Als A uit X naar Y vertrekt, gaat B uit Y naar X. 


1 
Ze ontmoeten elkander na6 uur. Was Á 25 uur vroeger 


dan B op reis gegaan, dan hadden ze elkander 5 uur 


na A’s vertrek ontmoet. Als de weg 60 KM, lang is, 
vraagt men, in hoeveel uur ieder den weg kan afleggen ? 


„ Herleid de evenredigheid : 


(2 — 17): (w — 15) =: (£ — 11): (z — 9) 


tot eene andere, waarin # de laatste term is. L. A. 


‚ Een knaap moet een breuk vereenvoudigen, maar neemt 


1 3 
waardoor hij 3 in plaats van — 


den noemer 8 te groot, E 
Welke breuk wordt bedoeld ? Ur AG 


bekomt. 


226. 


224. 


228. 


229. 


230. 


231. 





als 2 ‚1. Er is een gracht om, ter wijdte van 5 meter. 


Als de buitenomtrek van de gracht 0,3 KM, lang is, hoe Ei 


groot is dan hare oppervlakte? _ L. Á. 
(222226 Hoofdakte-ex. Assen, 1891.) 

300 KG. koopwaar, ingekocht voor f 462 , worden in twee 
partijen verkocht. De winst op elke 8 KG. van de eerste 
partij is gelijk aan den verkoopprijs van 1 KG. ; de winst 


op elke 8 KG. van de tweede partij is gelijkaandenin- 
koopprijs van 1 KG. Als er nu in ’t geheel f 63,25 ge- _ 


wonnen wordt, hoe zwaar is dan elke partij? B. S. 


A en B gaan elkaar tegemoet. Vertrekt A E ‘uur vroe- — 


ger dan B, dan ontmoeten zij elkander 1 uur na het ver- 


trek van B; vertrekt daarentegen B 15 uur vroeger dan 


A, dan ontmoeten zij elkander Ln uur na het vertrek van 


A. Hoeveel tijd zou ieder noodig hebben om den geheelen 
weg af te leggen ? B:55: 
De gezamenlijke bevolking van twee steden is in de laatste 


25 jaar met 40 proc. toegenomen. Vóor 25 jaar was de — 5 
verhouding der bevolking van beidesteden5:4; nuisze 


7 : 2; met welk proc. is de bevolking der kleinste stad 
verminderd ? B. S. 
Van eene meetkundige reeks is de derde term 1/6 en de 
negende 417”3. Bereken den vijftienden term dezer reeks 
in 3 deeimalen nauwkeurig. B. S. 
(Ter keuze: a of b.) 

a. Imdien bewezen is, dat eene onvereenvoudigbare 
breuk, waarvan de noemer geen factor 2 of 5 bevat, bij 
herleiding, eene zuiver repeteerende breuk oplevert, hoe 
toont ge dan aan, dat eene onvereenvoudigbare breuk , 
waarvan de noemer, behalve een of meer factoren 2 of 5, 
nog andere ondeelbare factoren bevat, bij herleiding, een 
gemengd repeteerende breuk oplevert, waarvan het aantal 


Van een rechthoekigen tuin staat de lengte tot de breedte 
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A it Br REE E = „ot: k E 
_niet-repeteerende decimalen gelijk is aan den hoogsten ex- 
__ponent van 2 of 5 in den noemer ? 


Be het vijfvoud van dat getal optelt, verkrijgt men een zes- 
____voud. Bewijs dat. Beal 
EN (227 —231 Hoofdkte ex, Breda, 1891.) 


He j3 _ Een Mondeling examen in Wiskunde L. O. (1891) 
Ee | Algebra. 


____Iemand koopt eene lijfrente, groot f a en stort daarvoor 
____bij eene maatschappij f K. Als de maatschappij 100 p °/. 
__rekent, na hoeveel jaren is dan de f K verbruikt? Wat zou 
er gebeuren, als a gelijk of kleiner was dan de rente vanf K 
in één jaar? Voor K, p en a getallen substitueeren en dan 
____berekenen. (Zie Versruys, Rek. IL, S 228 en vr. 20 van S 229.) 
Logarithmenstelsels. Wat weet ge van de log. van getallen, 


VR, ON 
… ___als de basis eene echte breuk, b.v. 5 is? De logarithmen van 


8 Ee getallen grooter en kleiner dan : in zoon geval. Bereken 
v (43 — 3012). Waarom stelt ge dezen vorm = v/a — vb. 
____Waarom aan geen drieterm? Wat zijn geliĳkslachtige wortel- 
5 vormen? Waarom stelt ge 43—=aJ-b en 30r”2 = 2ab? 
(Zie VersLuys, Alg. III, S 148—150.) Ontbind in factoren 
62? —e— 77. (Zie VersLurs, Alg. I, S 180.) Waarom kan 
men het product van twee getallen altijd beschouwen als het 
verschil van twee vierkanten? Waar is het eene getal gelijk 
aan en waaraan het andere? Waarom is (— a) — (+ b) = 
en — 4 — 6. Verschillende beteekenissen van het minteeken, (Er 
zijn er 3. Zie Versuuvs, Alg. I, S 4, 5 en 18.) 


dep Stereometrie, 


Teeken twee kruisende lijnen. Construeer eene lijn , die 
deze kruisende lijnen loodrecht snijdt. Bewijs, dat iedere lijn, 
die twee punten van de kruisende lijnen vereenigt, langer is 
dan deze lijn. Hoe heet men deze lia? (Zie VessLuys, 

Stereometrie, $ 287 en 288.) Wat is een veelvlakkige hoek ? 
___ Bewijs, dat de som der zijden kleiner is dan 360°, Is dit 


b. Wanneer men bij de derde macht van een getal 





kigen hoek, waarvoor het niet waar is. (Zie VersLuvs, Ste- 


reometrie, $ 70.) Stelling van Eurer Wat is een Eurersch 
lichaam? Bewijs, dat de stelling van Evuer doorgaat voor 
een Eurersch lichaam en niet doorgaat voor geen Eurersch 
lichaam. (Zie VersLuys, Stereom. 8 279 en 280.) Teeken een 


bol. Bepaal daarvan het middelpunt. De ware grootte van en 


een’ kleinen of grooten cirkel op een. bol overbrengen op een 
plat vlak. (Zie VrusLuvs, Stereom. S 194.) Construeer de pool 
van een’ grooten cirkel, die door 2 gegeven punten gaat, als 
de straal van den bol bekend is. (Idem, S 195.) Wat is 
een bolsegment? Hoe berekent gij zijn inhoud en oppervlakte. 
Het bolsegment moest beschouwd worden als het verschil van 
een’ kegelvormigen bolsector en een kegel. 


î Planimetrie en Trigonometrie. B 
Bewijs, dat de zwaartelijnen van een driehoek door een punt _ 

gaan. Bereken een zwaartelijn. — Bewijs, dat de hoogtelijnen 
van een driehoek door een punt gaan. — Door het raakpunt 
P van twee rakende cirkels trekt men twee rechten AB en CD, 


die den eenen cirkel in A en C,‚ den anderen in B en D 


snijden. Bewijs: AC//DB. — Twee cirkels raken elkaâr inwendig. 
De omtrek van den kleinsten gaat door het middelpunt M van 
den grootsten. Bewijs, dat elke koorde van cirkel M., die 
door het raakpunt gaat, middendoor gedeeld wordt door den _ 

omtrek van den kleinsten cirkel. — Uit het eene uiteinde P 
van een middellijn eens cirkels trekt men naar de raaklijn 
in het andere uiteinde rechten, die de raaklijn in B en C, 
den cirkelomtrek in A en D snijden. Bewijs: PA x PB = 
PD x PO. — Bereken de zijden van den ingeschreven 15-hoek, — 
Waar is cos (a -t 90°), eos (90° — a), cot (a +- b), enz. enz, 
gelijk aan? — Bereken de middellijn van den cirkel om een 
driehoek beschreven als van dezen een zijde en de overstaande 
hoek gegeven is. — Van een driehoek zijn gegeven twee zijden 
en den ingesloten hoek; de derde zijde te berekenen. — De 
hoeken van een driehoek berekenen, als de zijden gegeven 
zijn. — Bewijs, dat de inhoud van een’ driehoek gelijk is aan 


1 
gab sin Q, 





__ Verslag van een mondeling examen in Wiskunde 


Ek 

DE, Lag. Ond., 1891, *) 

8 of Algebra. 

vdrg, : 

a < Hen vierterm, waarin vierkantswortels voorkwamen en die 
____van den tweeden graad was, op verschillende manieren ont- 
_ binden in twee eerstemachtsfactoren. Hierbij kwamen eigen- 


__schappen van de wortels eener vierkantsvergelijking ter sprake. 
Als men bij een drieterm van den tweeden graad ten aan- 
zien van # optelt het vierkant van den halven coöfficient van 
bs __@, dan is hetgeen ’t bijgevoegde meer is dan de (geheel be- 
À _ kende) derde term „weleens” een tweede macht. Bewijs (?) 
____Toepassing daarvan bij ’t ontbinden van een drieterm van 
___den tweeden graad in twee factoren. 
_ ___ Bewijs, dat 't verschil van twee onmeetbare getallen niet - 
[ meetbaar kan zijn, (Bedoeld werden onmeetbare vierkants- 
_____wortels; ’t kwam mij voor, dat de examinator meermalen over 
____onmeetbare getallen sprak, als hij onmeetbare vierkantswortels 
__— bedoelde.) 
RN Gegeven : de log. van 4 en ans: Bepaal daaruit de log. van 


iv De Bewijs dat in ’t Briggsche stelsel de log. van de getallen, die 


ai termen van de schaal van tellen zijn, onmeetbare ge- 
__tallen zijn. 
Be Los 7 op uit een vergelijking als dezo : 8 
op gig 2 — loge 2, 


Bepaal de wortels van x° — 64. 


Planimetrie en Driehoeksmeting. 


Twee zijden van een driehoek zijn ongelijk; bewijs dat de 
hoek tegenover de grootste dezer zijden grooter is dan tegen- 
over de kleinste der twee zijden. 

Twee driehoeken hebben twee zijden gelijk en den hoek 
__ _ tusschen die zijden ongelijk ; bewijs dat de derde zijde in den 


' , 
… N 


__#) Zie het „ Supplement” op „De Vriend der Wiskunde”, IV 1892 bl, 14—23, 
n ” ’ ) 
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5 TAN EE 
driehoek met den grooteren hoek grooter is dan die in den 
driehoek met den kleineren hoek. ER 

Van een vierhoek zijn de overstaande hoeken twee aan twee ne 8 
gelijk. Bewijs dat die vierhoek een parallelogram is. | Ô Te 
Door ’t raakpunt van twee elkaar uitwendig rakendecirkels 
trekt men rechten, die in de omtrekken van beide cirkels ein- _ é 
digen. Bewijs, dat de koorden, die in elken cirkel de snij- zie 
punten der rechten met de kromme verbinden, evenwijdig zijn. 
Bereken de diagonalen en den inhoud (van ’t laatste alleen _ 
den weg aanwijzen) van een koordenvierhoek. - 


Van Goniometrie en Trigonometrie werd nagenoeg alles door- _ K E 
loopen, wat VersLuvs geeft in zijn „Vlakke driehoeksmeting”, 
ook de oplossing van een eenvoudige goniometrische vergelijking. 
Bepaalde vragen kan ik me weinig meer herinneren. 


Stereometrie. Ke. 

Teeken twee kruisende lijnen, construeer delijn, dierechthoekig — De 
op de beide kruisende staat. Bewijs, dat deze lijn kleiner is 
dan elke andere rechte, die twee punten der kruisende rech- 
ten verbindt. Zo 
Bepaling van een veelvlakkenhoek. Eigenschap: desom der _ ee 
zijden van een veelvlakkenhoek { 360°. Bewijs. Gaat deze eigen- Re 
schap ook door voor een veelvlakkenhoek met inspringendenhoek? ___ 
Stelling van Eurer. É 8 
Scheeve cirkelkegel, Bepaling. Bewijs, dat de doorsnede van in 
een plat vlak evenwijdig aan ’t grondvlak en den kegelmantel 220 


een cirkel is. Bewijs, dat de inhoud van den kegel = ze xH. ie 


Gegeven: een bol (en de noodige werktuigen). Hoe deelt 


LE 


men dien middendoor? Construeer de middellijn vandien bol _ G | 
en een grooten cirkel er op. — Waaraan is het ronde opper- vl 
vlak van een bolsegment gelijk? ’t Bewijs daarvoor. Evenzoo 
van een bolschijf. — Hoe zou men ’t oppervlak van den bol 


in gelijke deelen verdeelen door evenwijdige platte vlakken? _ 
Welk van die deelen heeft dan den grootsten (lichamelijken) 
inhoud? Inhoud van een bolsegment en ’t bewijs er voor. 
Ook van een bolschijf. 





liner: 
t 





_Twee belangrijke driehoeken. 


__ Tot de driehoekconstructies, waarmede leerlingen dikwijls 
moeite hebben, behooren de constructies van driehoeken , 


_ waarbij o. a. gegeven is de som of het verschil van de lood- 


lijnen uit de uiteinden der basis op de opstaande zijden neêr- 
gelaten. Vandaar dat ik bij het onderwijs in de Meetkunde 


_ wijs op het volgend tweetal merkwaardige driehoeken. 


Aan de leerlingen wordt bij het zoeken van constructies 
steeds gezegd: „Zorg, dat gij de gegevens in uw figuur brengt 
en ga de eigenschappen na van de figuren, die dan ontstaan.” 


1. Het verschil van de loodlijnen op de zijden (hiermede 
bedoel ik ook in het vervolg „opstaande zijden’’) kan men o. a. 
als volgt in de figuur brengen. 
| Fig. 1. Zij in fig. 1, A ABC gegeven. / Q 

8 is de tophoek, AB de basis; AD | BC 
en BE | AC zijn de loodlijnen op de 
zijden. Neem CF —CA, dan is BF 
het verschil der opstaande zijden en 
als men FG _| BE (of // AC) trekt, dan 
is BG het verschil der loodlijnen, 

Immers trekt men FH _} AC (of // BE) 





en verbindt men A met F, zoo is in den geliĳjkbeenigen dries 


hoek ACF: AD —=FH en in den rechthoek EGFH is FH —= EG, 


bijgevolg is EG = AD en BG —= BE — EG — BE — AD, 


In den belangrijken driehoek BFG is dus: 

19, BF — het verschil der zijden ; 

2°. BG = het verschil der loodlijnen op die zijden jj 

8. ZBEG = £C == den tophoek des drichoeks ; 

Ri: BGF — 90°, 

Verder is CF —= CA, EG = AD, terwijl de lijn AF den hoek 
CEG middendoor deelt. Want uit CF —= CA volgt / CFA —= 
ZEAC en uit PG//AC volgt / FAC =/ AFG, bijgevolg : 

LCFA=/ AFG. 


2. De som van de loodlijnen op de zijden kan men o. a. 


en volgt in de figuur brengen, 


Kk 


dr De Vriend der Wiskunde. NIL 7 


| 


AD 1 BC en BE | AC zijn de 
het verlengde van BC, een stuk 
CF =CA, dan is BF de som 


FG rechthoekig op het verlengde 
van BE (of // AC) trekt, dan is 
BG de som der loodlijnen. 

Immers trekt men FH | AC (of // BE) en verbindt men 
A met F, zoo is in den gelijkbeenigen driehoek ACF: AD —= FH 
en in den rechthoek EGFH is FH —= EG, bijgevolg is 

EG = AD en BG —=BE + EG = BE-|} AD. 

In den belangrijken driehoek BFG is dus: 

1°. BE — de som der zijden ; 

2°, BG — de som der loodlijnen op die zijden; 

3%. / BFG = / BCA = den tophoek des drichoeks ; 

dr DGR 002, 
_ Verder is: CF —CA, EG =AD, terwijl de lijn AF den 
hoek CEG middendoor deelt, want uit CF = CA volgt 
LOFA=/ FAC en uit FG//AC volgt / FAC =/ AFG, 
bijgevolg : LCFA=/ AEG. 





3. Noemt men van een driehoek, c de basis, a en b de zijden, À 
ZLC den tophoek, / A en / B de basishoeken, b en b, de 


loodlijnen op de zijden, zoo kan men met behulp der aange- 


geven driehoeken o.a. de navolgende vraagstukken (Kores, 
Meetkundige Vraagstukken, no. 103—112) oplossen. 

Een driehoek te construeeren als gegeven zijn: 

19, a, ben l El; 2%. LA, ZB en El; 396 eN 


en l El; #0, e, at benl +4 en. DIe, a—benl, —l. 


4, Uit de beschouwing der driehoeken BFG volgen nog de za 


navolgende stellingen. 


1%, Als twee driehoeken den tophoek en het verschil (of de 3 
som) der opstaande zijden gelijk hebben, dan hebben zij ook E 
het verschil (of de som) der hoogtelijnen op die zijden gelijk. 


Zij in fig. 2, A ABC gegeven. — 5 
ZLC is de tophoek, AB de basis, _ 


loodlijnen op de zijden. Neem op 


der opstaande zijden en als men 









is Er A ERD 
PEPER 






B ETna 
Anr 
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PA En _ Immers is voor twee driehoeken ABC (fig. 1) en A'B'C': 








LC=/C' en BF —=BF’, dan is A BFG PA A BEG en dus 
BG =B'G. Dezelfde redeneering geldt voor fig. 2. 
Omgekeerd heeft men: 
2°. Als twee driehoeken den tophoek en het verschil (of de 
som) der hoogtelijnen op de opstaande zijden gelijk hebben , 


_ dan hebben zij ook het verschil (of de som) der opstaande 


zijden gelijk ; en 

9% Als twee driehoeken het verschil (of de som) der op- 
staande zijden en het verschil (of de som) der hoogtelijnen op 
die zijden gelijk hebben, dan hebben zij ook den tophoek gelijk, 


5. ‘Ter toepassing wijzen wij ten slotte op de oplossing 


van no. 732 (zie bl, 59). Vooraf herinneren wij, dat in fig. 
2 bekend zijn: AB =c, BF —=a Jb en BG == + L 


1. Construeer een rechten hoek BGF' en maak BG = b, B b5 


2. Beschrijf uit B met a Jb als straal een cirkelboog, die 
GF in F ontmoet; 

3, Trek BF; 

4, Deel / BFG middendoor door de lijn FA; 

5. Beschrijf uit B met c als straal een cirkelboog, die FA 
in A (en Al) snijdt; | 

6. Trek AB (en A!B)en AC (en A!C1)// FG, dan voldoen de 
driehoeken ABC (en A!BC!) aan de vraag. 

Discussie. Deze driehoeken zijn congruent. Het bewijs daar- 
van laten wij aan den lezer over. 

Voor de bestaanbaarheid der constructie is noodig : 

19, 4 + Sad ben 2% c ) of —de loodlijn uit Bop de 


lijn, die / BFG middendoor deelt neêrgelaten. 
Breda, Februari 1892, B. W. Monpr, 


\ 


CORRESPONDENTIE, 


J. M. TrieL! Blz. 86 middenin: „Doch nergens enz.” 
Zie: J. VersLuvs, Mtk. Vrgst. voor gevorderden, bl. 13 no. 21, 


khad . 
N Nt 
©, 


E Het construceren van rijmen en 
| algebraïsche vergelijkingen. gen | 


(Zie blz. 10 en 11.) 


Ter verduidelijking van de door mij gegeven oplossing van 
vraagstuk XXIV, diene de navolgende algebraïsche oplossing. 
De vraag is: Construeer de lijnen « en y uit de verge 
lijkingen Grrr? SANA ij Ue | 





4 
Uit verg. (2) volgt y =b?:# en dus z? 4 a? of ct — 


il 4 
a?x? —b*—=0, Hieruit volgt: #2 == 5 art „(5 Jb) 
v is alleen amat indien het tweede lid positief is, 


15 2 4 
derhalve z a (2 Jb ). 


c* kan men Ee door de uitdrukking voor #? aldus 3 


we a de ba? 
te schrijven: #2 = a X | rl (5 ) +(- ) ) f 
2 Â k 
Stel =p, ZOO Ï8 #2 —a | r((5) +) |. 
„De constructie wordt dus: j BN 
1°. Construeer een derde evenredige tot a en b, (zie in 
fig. 11 de constructie van DF); 
2°, Construeer eene lijn 


5) ld | EF? + DF? | =DE; 
3°%, Construeer eene lijn 


otrl(£) Be 

4, Construeer eene middelevenredige tusschen de laatste 
lijn (BD) en a (AB). Deze lijn BC is de lijn z. Gemakkelijk 
ziet men in, dat AC =y is. (Blz. 11, r. 13 v. o.staat AB, 
lees AC). 

De oplossing komt dus geheel overeen met die op blz, 11, 
Het vraagstuk is altijd mogelijk. 

Nog wensch ik te wijzen op eene toepassing van vraagstuk — 
XX: Construeer de lijnen z en y uit de vergelijkingen « 9 Yr Ga 
en w:y =b?:Cc?, voor het geval, dat a—=b is, 
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Op de schuine zijde van een gegeven recht= 


® Nien Bioko een punt te bepalen, zoodanig, dat de lood- 
lijn, wit dat punt op een der rechthoekszijden neergelaten, 


middelevenredig is tusschen de stukken, waarin de schuine 
zijde door het gevraagde punt verdeeld wordt. 
(Ex. Kon. Mil. Academie, 1879.) 

Oplossing. Zij gevraagd het punt P op de hypothenusa BC 
van A ABC te bepalen, zoodat, als PD | AC is, PB x PC =PD?. 
Zij BO —a en AB = c, dan is, als men PC = z en PB == y stelt 
PD = v/ay en daar PD// AB is, 

PC:PD—=BC: AB of 
Dsl ay dte of 
Vri y=a:e. 

Men heeft dus zJ-y=—=a en #:y 
=—a?:c?, Hieruit volgt de: 

Constructie. 

1. Trek BE _1 BC en gelijk aan AB = ec; 

2. Trek EC en BF | EC; 

3. Trek FP _\ BC, dan joldaet het punt P aan de vraag. 

Bewijs. 

In den rechthoekigen driehoek CBE is: BF | CE en dus: 
CF : EF — BC? : BE? —a?:c?. Maar uit FP | BC volgt 
FP j/ BE of CF : EF — PC: PB en dus PC : PB = a? : c? =:, 
terwijl PCH PB =e Jy za is. 

Discussie. 

Het vraagstuk is altijd mogelijk (a > c). 

Breda , Februari 1892, B, W. Monpr. 





Verslag van een mondeling examen in Wiskunde 
Lager Onderwijs, 1891. 


Algebra. 


Bestudeeren: Versruys, I. Vooral limieten bij machten 


__ met onmeetbare exponenten (hierover meer nazien dan VersLuys). 


Ontbinding van een vorm van den tweeden graad en de 
voorwaarden hiervan met en zonder behulp van vierkantsver- 
gelijkingen. 

Samengestelde intrestrekening. 


Pr DN st RL ME er ETEN En IT 
ob RR 8, en MEDE VTE 


MD ZN EN 






Stereometrie. 


Eenvoudige eigenschappen voorin uit VersLuys. Kruisende | 
lijnen zeer nauwkeurig. Formule van BureR ZJ HaER-2 


met den aankleve van dien. 


Oppervlak en inhoud van lichamen. In ’t bijzonder bol- 


segment en bolschijf. In de bepaling voor kegel ook den 
schuinen kegel opnemen. Behalve doorsneden evenwijdig grond- 
vlak ook andere doorsneden, die een cirkel opleveren. 


Planimetrie. 


Theorie Krarpper. Ook vraagstukken, o. a. 


A eonstrueeren, als gegeven zijn: loodlijn basis, odin | 


basis en bissectrix tophoek. 

A econstrueeren, als gegeven zijn: de 3 loodlijnen. 

Van sen A feb en supplement tophoek middendoor 
deelen en dan halve cirkel enz. 

Afstand middelpunten van om- en aangeschreven cirkels in 
hunne stralen uitdrukken. 


Door 4 gegeven punten lijnen (BEKEN die een ien k 


vormen. Ook als de 4 punten op ééne rechte liggen. 
A eonstrueeren als de voetpunten der loodlijnen gegeven zijn. 


Goniometrie en Trigonometrie, 


VersLuys, vooral formules tusschen de vraagstukken, als: 
tgAt-tgBttg0—=tgAteBteC0, als A Br 

tg 3a uitdrukken in tg a. 

Bewijs voor sin (a + b) afleiden uit de volgende figuur. 
(Trek in een cirkel M eene middellijn AB. Maak / BAC — a, 
L BAD ==b, zóó dat / CAD =a-5. Trek BC, BD en CD. 
Nu is BO AC =eosa, BD — sin b, ADEN 
CD == sin (a + 5). 

CD.AB=CD.1 == CD 

—AC.BD JBC. AD 
— COS a sin b J- sin a . cos b, 
Verder alleen J. VersLuys. 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 341—760. 


Ee. De leeftijden van een vader en zijn zoon verhouden zich 
als 1:4. Na 5 jaar zullen zij zich verhouden als 1:93. 
DAN Hoe oud is ieder ? 

EE | Oplossing. k 

| Het verschil der jaren is standvastig. Herst is de ouder- 


ad 


____dom van den zoon z» later ; van dat verschil, dat is ; van 
ee: dat verschil meer. Maar de zoon is ook 5 jaar ouder geworden. 
RAE 5 Ee SE ° E, 1 ki 
_____Dus — van *t verschil is 5 jaar, dan is ; verschil (of des zoons 


jn é 
_ ___ leeftijd) 10 jaar, en 5 verschil (of des vaders leeftijd) 40 jaar. 
hes Er Tweede oplossing. 


De leeftijden verhouden zich als 1:4, Als de zoon 5 jaar 
ouder wordt, zou de vader, om 4 maal zoo oud te blijven 
als zijn zoon, in denzelfden tijd 4 x 5 — 20 jaar ouder moeten 


worden. Hij wordt intusschen slechts 5 jaar ouder, dus om - 


<< 4 maal den leeftijd des zoons te bezitten ontbreken hem 15 
jaar. Hij is nu slechts 3 maal zoo oud als deze. Derhalve 
__ 4— 3-1 maal de latere leeftijd van den zoon is 15 jaar, 
de tegenwoordige 15 — 5 — 10 jaar, en die des vaders 4 x 10 


be — 40 jaar. H. VERHAGEN. 
742, Hoe laat is het volgens een uurwerk, waarop voor 
eerst na 8 uur de minuutwijzer 3 maal zooveel vóór, 
vi als de uurwijzer voorbij de lijn staat, die het midden 
kr der plaat met het cijfer 7 verbindt? 

A Oplossing. 

í 


De minuutwijzer staat te 8 uur 7 X 30 = 210° vóór de be- 
doelde lijn; de uurwijzer staat er op dat tijdstip 30° voorbij. 
Nu neemt de eerste hoek per minuut 6° af, de tweede hoek 


groeit per minuut ze aan. ’t Is dus de vraag , hoeveel maal 


wij van 210° een bedrag van 6° moeten afnemen om drie maal 












| a RR OO 
het bedrag over te houden, dat verkregen wordt door bij Boet d 
een zelfde aantal malen 5 te voegen. Maar die vraag komt /- 


neer op deze meer eenvoudige: „hoeveel maal 2° moeten wij 
afnemen van 70°, „om evenveel over te houden, als wij verkrijgen 


zullen door bij 30° hetzelfde aantal malen 5e op te tellen.” 
70° — 30° = 40°. Telkens, als wij 2° van 70° afnemen £ 


1, bij 30° voegen, wordt het verschil 2 © minder. Dit mc 


ò ä 
4 7 5 2 Te 

dus SE — 16 maal gebeuren om het verschil te vereffer en. ien 
2 | Hú Bi 

| Con 

Te 8 u. 16 m. is de begeerde stand verkregen. / 0 
H., VERHAGEN, NE: 

Tweede oplossing. | { te 

De minuutwijzer moet 8 X zooveel vóór de 7 als de uur- EK 
wijzer er over wijzen. Maar dan staat de eerste ook 3 X z00- La 
veel vóór de 4 als de laatste over de 8. Want de afstand van 4 
de 4 tot de 7 is 3 X zoo groot als van de 7 tot de 8. zn 
In den tijd, dat de uurwijzer den hoek over de 8 doorloopt, 5 
draait de minuutwijzer van de 12 af een hoek die 12 Xx maal 
. . . RR 

zoo groot is. Tellen we daar nog 3 X dien hoek bij, daan 
komt de minuutwijzer op de 4. 408 
12 soo Ss he 

De minuutwijzer is dus 5 of 5 X 20 min, = 16 minuten _—_ 
gedraaid. Het is dan 16 minuten over achten. Trrxomrum. zal 
Derde oplossing. A 

Denken wij ons eene lijn, die den hoek, door de beide 4 


wijzers gevormd, zóódanig verdeelt, dat de hoek, gevormd 
door den minuutwijzer en die lijn, 3 maal zoo groot is alsde 
hoek, gevormd door den uurwijzer en die lijn. Deze lijn zal 
ieder oogenblik van stand veranderen en we moeten dus 
eerst berekenen, met welke snelheid zij zich voortbeweegt, en 
vervolgens wanneer ‘zij samenvalt met de lijn, die het midden - 
der plaat met VII verbindt. Wanneer het 8 uur is, loopt 
die lijn van het midden naar de VI. Loopt de minuutwijzer 








ze Gh == Bus min. van den minuutwijzer, of 21° zin. + 12 min. = Ee 


min, van de XII verwijderd, zoodat, dn de minuutwijzer 12 


Ee 5 min, voortgaat, de lijn zich 3, min. voortbeweegt. Zal zij 
dus samenvallen met de lijn, Ea naar de VIlloopt, dan moet 
7 Gn de. minuutwijzer Ee Shksente == 10: min: loopen. Het is dan 


Se 37 
__16 minuten over 8 J. B. BAKKER. 


Vierde oplossing. 


Ne Te acht uur staat de uurwijzer op ’t cijfer 8 dus 50° „over” 
___de bedoelde lijn. Denken we ons nu een derden wijzer zoo- 
danig dat deze steeds aan do „voorwaarden” van ’t vraagstuk 
voldoet, dan moet deze le 3 x 30° — 90° vóór de „lijn” staan, 
dus op % cijfer 4; ten 2e moet hij zich bewegen rea 
aan die der Ode wijzers en 3e een snelheid hebben 3 maal 
zoo groot als de uurwijzer. De laatste beweegt zich per min. 


5 ed, De hulpwijzer beweegt zich dus van ’t cijfer 4 met 


een snelheid van 3 x= en) 15° per min. in de richting van 4 


__over 3 naar den Bn. Hebben hulpwijzer en minuut- 
_ wijzer elkander ontmoet , dan voldoen beide aan de voorwaar- 
Rn l 1 

_den van de vraag. Zij zullen, wijl ze elkander 6° + 15° en ze 


d | per min. naderen, na (120: 5 ) x 1 min. == 16 min. elkaar 


___ ontmoeten. ’t Bedoelde in de vraag zal dus plaats hebben 16 
Reen. na 8. A. VERMEER. 


EL 743. Hen wijnkooper heeft drie vaten wijn, gemerkt A, B en C. 

| A bevat 270 L. van 88 cent, B 450 L. van 60 cent en 
C 160 L. van 42 cent den L. Hij tapt eenige L. uit 
Á in B, daarna eenige uit B in C, eindelijk eenige uit 








en van c 48 cent per L. Hoeveel L. heeft hi telkens Ee 


overgetapt ? 
(Rotterdam, 1887.) 


Oplossing. 


Door de eerste overtapping wordt wijn van 88 cent bij wijn # 
van 60 cent gevoegd; het mengsel komt daardoor op 4 cent. ; 





De wijn van 88 cent daalt 24, die van 60 cent rijst 4 cent 


in prijs; de hoeveelheden EO zich dusals4:24of1:6, 
zoodat uit A in B zijn overgebracht 450 :6— 75 Liters. Ta Ka 





mers, door menging blijft de totale waarde gelijk. Zooveel — en 
dus de hoeveelheid der beste kwaliteit verliest in waarde, — B 
wordt door die der minste kwaliteit gewonnen. eres 3 
Door de tweede overtapping wordt wijn van 64 cent bij wijn _ De 
van 42 cent gebracht; het mengsel komt op 48 cent. De wijn _ den 
van 64 eent is 16 cent gedaald, die van 42 cent is 6 cent _ ef, 
gestegen. De hoeveelheden verhouden zich dus als 6:16 of ve 
3:8, derhalve zijn er : x 160 —=60 L. van B in C overgegoten. ge 
Door’ de derde aftapping bracht men wijn van 48 cent bij _ ee 
wijn van 88 cent, en kreeg een mengsel van 74 cent. De Oe 
eerste rees 26 cent, de tweede daalde 14 cent, dus de ver- el 
houding der hoeveelheden was 14:26 — 7:13. De uit Cnaar Ne 
A overgebrachte hoeveelheid was dus id van de in A reeds De 
aanwezige hoeveelheid, d.i. 270 — 75 = 195 L, De van C naar Ae 
A EED wijn was dus 2 Mt 1955 10INE de 
H. VERHAGEN. A 


Algabraïsche oplossing. 


Stel hij tapt successievelijk #, y en z L. over, dan vinden _ 


we voor de achtereenvolgende hoeveelheden en prijzen: 


A 
270 L. à 88 ct. 

10, (270 —a) L. à 88 ct. 

20, (270 —x) L. à 88 ct. 
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nà à Beter 
450 Xx 60 —J- 88 
REC IS 450 H-r 
Bite ‚ 450 x 60 + 887 

B dr 

BR … 450 x 60 + 884 

| —y) L. à Ed ah 
b C À 
à 42 ct, se Tad 
L. à 42 ct. ee 


ct. 


» 
E zieden 


Ue Le 


450 X 66 L- 882 
iP Be rdn0 eg 4 vt 160 x 42 j 
RETE Een 
d A5OX6OL8Be | 60 iz 
30, 60 Ef) Là ROn 
B: 160 F7 
6 Dit leidt Blot de vergelijkingen : 


450 x 60 + 88z 
REELS, 42 
BO Te y 160 x 
160 4 


et. 


z 









0e 88 482 
270 ede 


EOS erat 


5 160 

Be (2) geeft: 27000 + 88x — 28800 + 64x 

RE | 244 — 1800 | 
Be CAL 


8 en N EE k 
_ A Me ren NENDE 
wt AS he Ae ETA a SE 

LAAR ar ) K 


| ek Iemand verkoopt van eene parti waren El à fn L, zo, 


… X 13 





DT De en zin en 
ie 3 A3 … 
Vergliking (34) gent 64y EEn 425 X 160: — dt 
né S Ln a 0 60 


















« en y gesubstitueerd in 1a geeft: 2 4 
HOK 15 08 denm DTT de ti 
4Â K2TO ALK TE bz EN Ben 

195 X 14 — 22 re nd Zn î 
s 105%, Gt Ee 


5 | 
àf 1,83, rd à f 1,90 en de rest met 20 cent winst per Kl ( 


Hoeveel is de inkoop van een K.G., als er in % gehe 


13 4 of, gewonnen wordt ? 


(Rotterdam, 1887.) 
Oplossing. 


Op elke 30 KG. der partij verkoopt men 6 KG. à zi 1 7 
5 KG.àf 183 en 9 KG, à f 1,90, d.i gemiddeld 1 KG. 
Pi 


voor (6 X 170 + 5 X 183 + 9 X 190): (6 +549) — 1825 c cont. JN 
Voorts wint hij op de 10 overige K.G. elk 20 cent. hat wij 


nu deze laatste winst vervallen, maar nemen wij den prijs der En 


eerste 20 K.G. elk 10 cent se dan blijft de opbrougs 
dezelfde. De K.G. brengt dan 1923 cent op. ‚De winst, groot GE 


7 
13,8 lo 


aangezien : tegen inkoopsprijs is verkocht. On 7 moet das ‚e Ee 
3 7 645 5 


75 in Joen — 20 o/ zijn gewonnen. De inkoop per K. Ln / 


Jl ied , 
100 1 3200 769 SN 
was alzoo Ee X 192, c cent — 5845 X En 160 cent. _— Ja A Ë 


1203, H, Veemars. an k 


van ’t geheel, wordt nu door 5 der partij ror) Kö 8 


2 


vs 
En 


À an ‘het ea der Bien 5 van ” tot en met 
2: Een gelijk is aan het product der oneven getallen van 
tot en met 2n —3, vermenigvuldigd met de (n — De- 



















De & L. W.A. CA an: Lrb d. Rek. I, $ 289, No. 23). 
e Oplossing. 


Minden 

1) in het product der EN van 1 tot en met „ — 1 en 
me getallen van pon en met 2n —2; 
HET 2n — 3 en dat der even getallen van 2 tot en met 2n — 2. 

hi Ut ieder van de #— 1 even getallen van 2 tot en met 
b _ An? kan men verder een factor 2 afzonderen; de overblij- 
E Pe 

___vende factoren vormen dan de getallen van 1 toten met — 1. 


RR deine (2n —2) 
ej 1.2.8.. Glee 
Mekd. 0... (A 3) X2.4.6... (27 — 2) 
; Ee 5 vel 3) 1028. en, 
___Laat men indo, uit 1) en 2) den gemeenschappelijken 
factor 1.2.38....(n—1) weg, dan komt er: 

al 


nt (2n —2)=1.3.5....(An—3)X2 


—_1 


Û Na, Wis As Ge 
46. Als a, b en c twee aan twee onderling ondeelbaar zijn, 
____wat is dan de grootste gemeene deeler van a.(b —c), 


Re b.(a te) en c.(a—b)? 

______(N.L. W. A. Graveraar, Lrb. d. Rek, I, $ 289, No. 64). 
Tg 6 Oplossing. 

| at Zij Pp > 2 een ondeelbare gemeene deeler van a.(b —c), 
Ee ‚(a Jc) en c.(a —b), dan is p een deeler van: 
albe) Hb. (ade) Je. (a —b) == dab, 

Er _dus (Lrb. der Rek. 1, S Be een deeler van een der factoren 
4 En en b, bv. van a. 

KES Maar dan is p ook een deeler van: 

RN 8 b.(a te) —ab=be, 

lk dus een deeler van een der factoren 5 en c,‚ bv. van à, 





SME Awa s 







Dan is p dus een gemeene deeler van a en b, watt in ‘strijd 
is met de onderstelling, dat a en b onderling ordseltaus zijn. 
Uit de omstandigheid, dat a, 5 en c twee aan twee onderling 
ondeelbaar zijn, volgt Sink dat de grootste gemeene deeler ee 
van a.(b—c), b.(ad-c) en c.(a —b) geen ondeelbaren fac- re 
tor > 2 kan bevatten. & ai | 

Op dezelfde wijze toont men aan, dat de grootste gemeene — Bk 
deeler niet meer dan één factor 2 he bevatten en dus hetzij dan 
== 1, hetzij —= 2 is, en wel — Ì, als één der getallen bie | ke 
b en c even is, en = EREN als geen a8 getallen a, bencevenis. 

N. L.: We Aan 5 


747. Opdat het verschil der 2e-machten van twee onderling 
ondeelbare getallen, waarvan het eene even en het an- 
dere oneven is, een 2e-macht zij, is het noodig en vol- 8 
doende, dat de som en het verschil dier getallen 40 Ze 
machten zijn. Bewijs dit d 
(N. L. W. A. Graveraar, Lrb. d. Rek. I, $ 289, No. 66) 
Oplossing. 

Als een even en een oneven getal onderling ondeelbaar zijn, 
dan zijn hun som en hun verschil ook onderling ondeelbaar. 2 
Het verschil van hun 2e-machten is dus het product van 
twee onderling ondeelbare factoren: hun som en hun verso 

Een ondeelbare factor van het verschil dier 2e-machten kan 
dus niet in de som en het verschil der twee getallen an sf À 5 
gevonden worden, maar komt met zijn exponent hetzij alleen IN 
in de som, hetzij alleen in het verschil voor. A 

Is het verschil dier 2e-machten weer een 2e-macht, dan 
zijn de exponenten van zijn ondeelbare factoren even. Het- — vS 
zelfde is dan dus met de exponenten der ondeelbare factoren | 
van som en verschil het geval, die dan dus beide 2e-machten zijn. | 

De gestelde voorwaarde is dus noodig. Ook is zij voldoende; —_ 
want het product van twee 2e-machten is weer een 2e-macht. — d 

N.L W.A G. 


748. Een getal te bepalen, als men weet, dat er 960 getallen A 
zijn, die kleiner zijn dan het eerste en relatief-priemer 
mee, en als de som van die getallen 1728000 is. TR 
(J. VersLuzs, Deelbh, & Rep. br, No. 11.) 


Ge 









Pilon 


B a m het getal, dan is het aantal getallen, die kleiner zijn 


EN _ dan het eerste en relatief priem er mee, wanneer a, b, c,.... 


085 de ondeelbare factoren van m zijn, gelijk 

f de À $ 4 db 

A on m (1 el 2) (1 —7 zi) le =). — 960 (Versruzs 817) 
But 4 som ha die kenen eek gelijk | 

Pt 5 smet? )(t— 5) (t—5)... 028000 (td. 825) 
BA 

Eee a et BNN dus mm — 3600, 

E x zanal — 2 


_____Opm. De opgave in het boekje 172800 moet 1728000 zijn. 


Tweede oplossing. 

_ ___ Waren de 960 getallen , die kleiner zijn dan mm en relatief 
___… priem er mee zijn, bekend, en in hare natuurlijke volgorde 
É opgeschreven, dan zou men zien, dat de som van het eerste 
en het laatste, van het tweede en voorlaatste, van het derde 
_____en op twee na het laatste, enz. gelijk m is. Men kan dus die 
ie 960 getallen zoodanig 2 aan 2 nemen, dat de som van elk 


__ paar —e= is. De som van al die getallen samen is dus gelijk 
960 


ze el =g «M= 1128000 en m — 3600. 

A8 749, Er is een getal van 6 cijfers. Deelt men het door 13, 
“: dan blijft er 2 over. Wat zal er overblijven , als men 
het cijfer van de zesde plaats op de eerste brengt, en 
wat zal de rest zijn, als het cijfer van de eerste op de 

zesde plaats wordt gebracht ? 

(J. VersLuys, Deelbh. & Rep. br. No. 12). 
Oplossing. 
Zij [abcdef| het getal, dan is |abedef| = 13-voud +2. 
of 100000a +-[ Bedef |= 13-v + 2 
10 


E 1000000a + [Dedef0j — 18-v., +20 =13-v, +7 
999999a = 13-v, 
a+ [bedef0] = —= bede fa = 18-v, +7 
[bede fol: 13 geeft dus tot rest 7. 


es. À 
EE, 
) En 















af = Vd fr 2 
9999 f=18t, 
fabedeoj + 1000000 == 13-v, J- 2 = 13- An 5 
of |fabcdef = 10. [favcde) = —= 13 v, +80. Zi e 
Omdat 10 [fadcde| door 10 deelbaar is, moet ook het 18 5 
voud door 10 deelbaar zijn, dus EN ze 


lfabcdel= 13-v; +8 


[fabcde|: 13 geeft dus tot rest 8. ä 


Verschikt men de cijfers cyclisch, dan heeft men achtereen- f 
volgens tot getallen en tot resten : | 
10 x 2:13 geeft tot rest- 7 Ea 
TON LLS A EN 
10 Bt 13r ee | 
10 sce 6 
1053505 100: SRE 
Voorbeeld. 160487 = 13 X 12345 J- 2 == 13-voud a | 
60487 L == 13 X 46528 +J- 7 = gou 
716048 — 13 X 55080 J- 8 — 13-voud +-8_ 


Na eyclische verschikking der cijfers verkrijgt men on n 





Ni NG 
6 nd 
Ls 
EE 












getallen: 604871, 48716, 487160, 871604, 716048 Ee 
en tot resten: 7, 5, tt 6, 8, Af ERN i 3 
750. Welke gewone breuken En bij herleiding tot decimale 
een periode van vijf cijfers op ? | Ae 
(J. VersLuys, Deelbh, & Rep. br. No. 18), Ie 
Oplossing. 


De breuken, welke 105 — 1 == 99999 of een deeler van “5 ee 
99999, welke niet tevens factoren van 10 — 1=9,102—1=99, 
102 —1==999, 10% — 19999 zijn, tot noemer hebben, 
leveren bij herleiding tot decimale eene zuiver opgaanderepe- 
teerende breuk met eene periode van vijf cijfers op. ed 
105 — 1 == 99999 == 32, 41.271, de deelers zijn dus: 2 
1, 3, 9, 41, 123, 369, 271, 813, 2439, 11111, 33333, 99999, 
en de gevraagde noemers: „e% he 3 
41, 123, 271, 369, 813, 2439, 11111, 33333 of 99999. 
De breuken, wier noemers bestaan uit het product vaneen 
dezer PR (41, 123, 271, 369, 813, 2439, 11111, 33333 
of 99999) met een of meer aon 2 of 5 nn gemengd — 
repeteerende breuken ook met eene Peng van 5 cijfers op. dd 





PEER OREN BAH af BED, 10 tod MLN, 
\ ae B am OP A w5 k : . 
“ Ra ” f Es 


KC De meetkundige plaats der punten in een driehoek, die 
zóó liggen, dat de afstand tot eene zijde gelijk is aan 
de som der afstanden tot de beide andere zijden, is eene 
rechte lijn. Bewijs? ©. A. Crror, 


Bewijs. 


Zij gevraagd te be- 
wijzen, dat de punten, 
die binnen A ABC 
zóó liggen, dat hun 
B afstand tot AB gelijk 
MN is aan de som hunner 
B afstanden tot AC en 
| BC, op eene rechte lijn 
liggen. Dadelijk ziet 
men in, dat de punten 
D en E‚ waarin de zij- 
den BC en AC door 





de bissectrices van de // A en B gesneden worden ‚ punten 


der neeetk. plaats zijn. 
Nemen we nu een punt P aan op de lijn DE, zóó dat 
EP: PD =m:n, dan is: 
(EF — PG): PG — DH) = EO: OV =EP: DP =m: n 
n.EF—n.PG=m.PG—m.DH 
n.EF J-m.DH=m.PG tn, ebk PG 
m, DH + „. EF 








Aen mn 
m m n n 
En Meern ene des at 
m.DH n. EE _ 


Dat een punt Q buiten DE niet Odos Dae als men uit 
Q eene lijn PQ trekt evenwijdig aan eene ien opstaande zijden, 


b.v. aan AC; het snijpunt P van PQ met DE voldoet dan ; 
maar, aangezien de afstand van Q tot AB kleiner is dan die 


van P tot AB, terwijl de afstand van Q tot BO grooter is, 
dan die van P tot BC en de afstanden van P en van Q tot 
AC gelijk zijn, kan bet punt Q niet voldoen. 

Neemt men op het verlengde van DE een punt P aan, dan 
_ De Vriend der Wiskunde. NIL, _8 


… ie y 
Ps 5 t 
114 







moet men de loodlijn op de zijde, waar DE door hal ver= 3 RE 
lengd wordt, negatief nemen. Men heeft dan ER 
PG —= PM +(—PI) of PG = PI (— PM). 





De stelling luidt dan algemeen : 
De meetkundige plaats der punten in het vlak vaneendrie-. 
hoek, die zóó liggen, dat de afstand tot eene zijde gelijk is 
Ae tour der afstanden Dee zijden, is eene —_ 
rechte lijn. C. A. Cikor. nd 

Aanteekening. Een ander bewijs vindt de belangstellende $ 1 
lezer in: A. J. van Breen, Merkw. punten en lijnen inden 
vlakken driehoek , bl. 8, | Ee 
752, In een driehoek (ABC) zijn de drie bissectrices(AD,BE,CE) 

getrokken en daarna de voeten dezer lijnen toteen drie- — Ae 
hoek (DEF) verbonden. Druk den inhoud van dezen ge 
laatsten driehoek (DEF) in de zijden a,b en c vanden — en 
gegeven driehoek (ABC) uit. J. C. Beer. Ek 
(Eeen, N. verz. vrgst., dl. 2, blz. 51, No. 22). an 

Oplossing. # 5 


I. Nemen wij eerst de drie binen: 
bissectrices. Drieh. CDE heeft met 
drieh. ABC een hoek (C)) gemeen ; 
dus zijn de inhouden dier driehoeken 
evenredig met de producten der 

B zijden om den gelijken hoek, Dus 46 
A CED: A ABC =a,b,:ab of 


A CED = de Xx A ABC, en op dezelfde wijze is 


/ 
Á 
BLEEF) Kver 
fe ANG AE 
be Marin AART oan 


ln SE 
ee Sf We de 





nge, 


Kane A BDF — 21 x A ABC, 


waardoor A DEF == |1 — en — beet 0 A ABC. 

Uit de bekende stelling voor de bissectrix, nl. dat elke à 
bissectrix de overstaande zijde in stukken verdeelt, evenredig PR 
met de aangrenzende zijden, dus bijv. : GR 

e a3t-an Cb oe 
waaruit ay ta,:bHe=aj:e=dj:b, 


kan nu gemakkelijk uitgerekend worden ; 








Ame Sag deo’ 1 mud 

n= à rd EN 
| Doos substitutie van deze waarden in bovenstaande verge- 
lijking volgt: A DEES 


En | LM ab G-Fo(are) __be(a+b) (atc) EEDE | A 
=| ad ab (at-b)Hbe (bH-e) + ac (atc) 


etblat dre | ABC 
2abe RTE 2abe rs (s—a) (s—b) (s—e) 
T (a) (ef) Go) (AFD) (aeyhhe) 


IL. Nemen wij nu ook den driehoek, 
gevormd door de voeten der 3 buiten- 
bisseetrices, dus A DEF (natuurlijk zon- 
der er op te letten dat in deze fig. die 
8 pt. in ééne rechte lijn liggen), dan 

zien wij terstond, dat 
es _ADEF=AAEF A ADF — A ADE. 

Om de verhoudingen van die driehoeken tot den oorspron- 
kelijken te vinden, hebben wij: 

AAEF: A ABO=ZAEXAF=ACXAB (één / gelijk), 
waaruit 





AE X AF 


be 
A AEF = KO x Ap X AABO= pe * A ABC. (1) 
A ADF: A ADB = AF: AB 
A ADB: A ABC = DB: BC 
dus A ADF: A ABC —= AF x DB: AB Xx BC 
of AADP in pg X A ABU= ex AABO(2) 
| AB X BC * (6 —a)(b—c) 
A ADE: A ADÛ — AR: AC 
A ADC : A ABO == DO : BO 
dus A ADE: A ABC = AE x DO: ÂC x BC 
of A ADB = in po X A ABC = nr XAABO (3) 
AC x BQ (c—a) (b—c) 


(De berekening Er lijnen AE, AF en DC vindt men in 
mijn leerb. over Vlakke Meetk.’, blz. 97 en 98.) 

Substitueeren wij de vergel. (Ll), (2) en (3) in de bovenste 
vergel., dan vinden wij: A DEF 


boe 
En Se CR (c—a)(b—c) 
clb —ede—a— C 
dd 
(b—a)(e —a)(b —C) x A ABG 
Dit geeft dat de punten D, E,‚ F in eene rechte lijn liggen. 
Om langs een anderen weg te onderzoeken of dit waar is, 


vinden wij in de leer der Transversalen de stelling van MeNELAUS : 


Als in een A een Transversaal getrokken wordt, die twee _ 
zijden en het verlengde der derde zijde, of de verlengden der 


drie zijden snijdt, dan zijn de producten der beurtelingsche 
segmenten gelijk (zie mijne Vlakke Meetk. bl. 96 of Vr. d. Wisk, I 


blz. 67), waarvan ook de omgekeerde stelling bewezen is 


(Vr. d. Wisk. I pag 67 en Adams Leer der Transvers. door 
mij blz. 2). Indien het dus waar is, dat die 3 punten in 


ééne rechte lijn liggen, dan moet 
BD Xx AF Xx CE = AE x BF x CD zijn. 
Nu BD KAP OD en 
be ba C—d 
be ac ab 
a” b—a íe b— & 
Daar nu de tweede leden Ree vergel, gelijk zijn, zijn dok 
de eerste gelijk, en liggen D, E,‚ F in ééne rechte lijn. 





en AEXBE xCD=. 








III. Nu kunnen nog 6 andere drieh. gevonden worden, n.l. 
drie door de voeten van twee binnen-bissectrices en van een 


buiten-bissectrix te nemen, en ook drie door de voeten van Ao 


een binnen- en twee buiten-bissectrices te nemen, die alle 
op dergelijke wijze gevonden worden als in Il, bijv. : 

A DEF = A AFE — A ADF — A ADE, 
van welke de verhouding tot A ABC op dezelfde wijze kan 
gevonden worden. J. C. Eeer. 


753. Een vierkant te beschrijven, welks zijden achtereenvol- 
gens door vier gegeven punten gaan. 
(J. VersLuys, Lrb. d. vl. mtk. No. 88). 
(Mondel. ex. Wisk. L.O. 1891.) (KNAPPER, no. 187.) 
Oplossing. 
Het voorafgaande vrgst. 87 in het aangehaalde Lrb. luidt: 


„In een vierkant ABCD is P een punt in AB en Q een $ n a 











5 


NL 


RON DTE CA ADE 


punt in OD. Een lijn, die rechthoekig op PQ staat, snijdt 


BC in Ren AD in S. Bewijs PQ = R$.” 
_ Deze eigenschap zullen we eerst bewijzen en daarna toepassen. 
Trek QE | AB en 
se RF | AD. Nu zijn 
Ed QE = RE == zijde 
vierkant ABOD, 

ASB ORNSS ZB RES 
(de beenen van/ PQE 
staan | op die van 
ZL SRF) en /E = 
LF — 90°, dus 

5 APQE 2 A SRF, 
derhalve PQ = RS. De constructie is nu eenvoudig. 

Zijn P, Q, R en T de 4 gegeven punten, waarvan Pen Q 
in twee tegenoverliggende zijden liggen. Vereenig dan P met 
Q, trek RI 1 PQ en neem op RI een stuk RS =PQ. Trek 
door S en T eene rechte, door R eene lijn // ST, door P en 
Q lo8tlijnen APB en DQC op AD, dan is ABCD een recht- 
hoek. Trek in dien rechthoek QE _! AB en RF 1 AD, dan 
is APQEZ2ASRF, dus QE=RF=—=AB=BC, derh. is 
ABCD een vierkant. 

Evenzoo construeert men het tweede vierkant A,B,C,D,. 





Opmerking. Wij namen P en Q aan als 2 punten in tegen- 
overliggende zijden en verkregen toen 2 vierkanten. 

Men kan ook P en R en ook P en T beschouwen als 2 
punten in tegenoverliggende zijden. Op dezelfde wijze zal men 
dan ook telkens 2 vierkanten bekomen. | 

Er zijn dus 6 verschillende vierkanten te construeeren, als 


_vooruit niet is opgegeven, welke 2 der 4 gegeven punten in 


tegenoverliggende zijden (of hare verlengden) moeten liggen. 
Zie blz. . „Het construceren van een vierkant, waarvan 
de zijden of Here verlengden door 4 gegeven Ent gaan.” 


… aba 
154. Herleid Dii 


(Akte-ex. Lag. Ond. Wisk, 1891). 





Oplossing. ON EN 

Met deze opgave wordt bedoeld, den gegeven vorm zoo- 08 
danig te herleiden , dat de noemer ba iónal wordt. We kunnen _ Ef 
bij de herleiding en eene breuk als de onderhavige twee wegen Jp 
inslaan, te weten : K5 
a. di we den noemer voorstellen door vp — Bg, B f 
kunnen wij eerst teller en noemer vermenigvuldigen met” De Sa 
Bq, waardoor we krijgen p —Pq? in den noemer ; daarna en 
kunnen wij teller en noemer vermenigvuldigen met p? je ET 

arg, waardoor de noemer wordt p3 — q?. 

b. We kunnen teller en noemer vermenigvuldigen eek va 
pvptpbgtproP + patat, 
waardoor de noemer in eens wordt p? — g?. van 

Handelen wij op de eerste manier en behede we uit den B 
teller Pa? b?, dan krijgen wij: 


EN Lias P 52) (2a vab bj (16a6+443b213 b? ri 





64? — Sn 
H. VERHAGEN. A 
155. Van de vergelijking #2 — pr —= — ls ei 8 is de vers Ce 
31213 | | 
houding der wortels — ZE 


Welke waarde heeft p ? 
(Akte-ex. Lag. Ond. Wisk. 1891). 


Oplossing. 
Zijn w‚ en w‚ de wortels der vergelijking, dan is bekend: 
14313 828 AST 
Ober ee wd anne ee iT : 
waaruit | Jen 
Rees (+313) (13 +7r3) _ Ees ee) A 2 
l 4 X 22 =( ; 
_ (433) X22 a 
EN T_4Xx(13 +73) zin VER 
7 1 Ed 
Daaruit volgt: wi; JW =P=E Aa +3. 


H. VERHAGEN. 











Vp id 


a. 
ue 


Ke 
Pa w 
Ne 

Ee 

x 





Tweede oplossing. | 
u — pr Ee 0. 


Pate” 1 | 
Da =i +3 Vp? —7—3v3. De verhouding der wortels is 


als 3421/3 en —3 4 51/3 | 
2 oeren) 
Brits): (5 8 SE 


2 
(34-213): (—3öv3). 
Past men hierop de eigenschap toe: In elke evenredigheid 
staat de som der termen van de le reden tot hun verschil als 
de som der termen van de 2e reden tot het verschil dezer 
termen , dan vindt men: 
p:Vpr—1—33=7 3: (6 — 313). 
Uit deze evenredigheid leidt men achtereenvolgens af: 
Op: pr 83=1:(2 3 —3) 
p?:(p? —7T—33) =(21—12v8), 
__ Op „le laatste evenredigheid past men de eigenschap toe: In 
elke evenredigheid staat het verschil van de termen der eerste 
reden tot het verschil van de termen der tweede reden als de 
eerste term tot den derden, waardoor men vindt: 
(74313): (28 J1213) =p? : 49. 
Van deze evenredigheid deelt men de termen der eerste 


reden door 7 4-31/”3; men vindt dan: 1:4—=p*:49, 


Derhalve Ap? =49 
| Ad 
ed 

1 1 

artan At nd 

ED 5 


Van DER War & VERBORGH. 


756. Van eene rekenkundige reeks van 20 termen is de eerste 
term 10 en de laatste term 50; van eene andere rekenk. 
reeks, die 9 termen heeft, is de eerste term 6 en de 
laatste 34. Hoeveel termen moet men in die beide 
reeksen tusschen elke twee opeenvolgende termen inter- 

_poleeren, opdat daarna de som van al de termen in 
beide reeksen even groot zij? 
(Akte-ex. Lag. Ond. Wisk. 1891). 


mms 


PAETENT A LOANVED j\PE WREDE TEN 
ENAIT ANP OE MPEG 
' : i 


Op doon 


Zij dat aantal voor de eerste reeks p, voor de el EE 5 Wi 


dan moet waar zijn: 
(8q +9) X tE op +20 

of vereenvoudigd eg —57p +42. 

Omdat 16q en 42 even getallen zijn, moet p ook even B) j 
stel dus p—=2p. 

Omdat 57p en 42 door 3 deelbaar zijn, moet ook 16 gode 
3 deelbaar zijn; stel dus g—3g. / 

We krijgen dan ek — 19p J- 7 } 

Sp’ end Tk 
Wons 


waaruit 


Stel ze == 4, dan vinden we: e = a 3d , a 1 ) 
waarin a J- 1 — 35. 
Nu vinden wij: 
a=3b—1, p'=8b—5, q =195—l11, 
BE 10, g=51b— 33. 
Door achtereenvolgens te talen: 


EAD EB B 
vinden wij: p= 6, PO OS as vens (16n — 10) 
24 SN 138 er Been (57n — 33). 


H. VERHAGEN. 


“757, Twee lichamen vertrekken uit twee plaatsen A en B, 


welker afstand —d is, en bewegen zich met standvastige 
snelheid elkander te gemoet. Vertrekt het eerste „ se- 
conden vroeger dan het tweede, dan ontmoeten zij elk- 
ander op het midden van AB. Vertrekken zij beide op 
hetzelfde oogenblik, dan zijn zij na { seconden nog op 


een afstand == b van elkander verwijderd. In hoeveel 
tijd zou elk der beide lichamen den geheelen weg AB 
afleggen ? 
(Akte-ex. Lag. Ond. Wisk. 1891). 

Oplossing. 


Stel de tijden —= rx en y. Dan doet het eerste lichaam per 


sec. 5 het tweede 7, en we hebben volgens de gegevens: 










je n= jy of e=} 2n oee eee « (1) 
een +5) t—=d—b of d(e Hy) =(d—b)ey... (2) 
Der de waarde van z uit (1) in (2): 


ES 9 dt (y + n) =(d—B)(y +21) y 

of (ED) Y? — 2 (bl — dn + df) — 2dnt 
waaruit p= rj — An dt EV (db + ref 
it en , Ns mee Rn — bndndt + Vn? (d — b)? L dt? Ë 


H. VERHAGEN. 


758, Een trapezium door een lijn evenwijdig aan een diago- 


naal in twee gelijke deelen te verdeelen. 
(Akte-ex. Lag. Ond. Wisk. 1891). 
Oplossing. 
Zij ARCD het trapezium, AB de langste, CD de kortste 


evenw. zijde. Stellen wij die — a en b en de hoogte —= A. 
____Dan is de inhoud der figuur — à h(aJ-b) en van elke helft 


is de inhoud —= 5 h(at-b). Zijn nu E op BC en F op AB 


___zoo gelegen, dat EF // met de diagonaal AC, dan is A BEF 


mm ABAC, Zij BF ==. Dan hebben wij: 


A ore. a? 
ia): Zaha: a? 


5 a+ bi Gak 020 


waaruit Le Vv! a (a J-b), 


waarvan de constructie wel niet nader behoeft aangewezen te 


worden. - H. VERHAGEN. 
(In „De Vriend der Wiskunde”, IV, 1889, no. 451 bl. 224 
vindt de lezer nog 2 oplossingen.) 


En Trek uit een punt buiten een cirkel een snijlijn met 
dien cirkel zoodanig, dat het stuk der snijlijn binnen 
den cirkel gelijk is aan de helft van het stuk er buiten. 
(Akte-ex. Lag. Ond. Wisk, 1891.) 









Oplosstin 


Constructie. Zij het middelpuut des cirkels M, het gegeven 5 
punt P. Zij koorde PAB de gevraagde, A GEB snijpunten _ 
met den cirkel, C het midden van AB. Nu is de meetk. pl. 
van C een Drek welke PM tot middellijn heeft. Het komt 
er nu op aan, in cirkel PM een koorde PC zoo te trekken, 
dat zij door cirkel M gesneden wordt in A derwijze, dat 


PArAC =d: 15 of dat PA —; PC is. 


Daartoe kiezen wij het punt Nop PM, zoodat PN —; PM is, Hoen 
en beschrijven op PN als middellijn een cirkel, Deze is — zen 
wat gemakkelijk te zien is — de meetk. pl. der punten, welke - 


5 afsnijden van alle koorden, die uit P in cirkel PM worden es Je 


getrokken. De snijpunten A en A' behoeft men nu nogmaar 
met A te verbinden en deze rechten voldoende te verlengen. __ _ 
Voor de mogelijkheid wordt vereischt, dat N binnen cirkel M_ 

valt, dus als D het punt des cirkels M is, dat het dichtst bij _ 


P ligt, dan moet PD PN, 5e Gn 
A PD, ; PM, 8 an B 
of PD 5 5 (PD 4-1), E 2 
of : Ds r, DR ĳ 
ge Ei € Bli H. VERHAGEN. it 

Tweede oplossing. B 


Trek door P en het middelpunt M eene snijĳlijn, wier sniĳ- 
punten van P afgerekend A n B genoemd worden. Nemen 


wij op die lijn A’ zoodat PA’ ie 3 PA, en B' zoodat PB’ —= SPB, Bias 
en beschrijven wij den cirkel, tn A'B' tot middellijn Ka ’ & 
dan is P het uitw. gelijkv. aid des cirkels AB en AB’, en zj 
de afstanden van P tot elk paar homologe punten verhouden zeg 


zich als 2: 3. Zijn nu C en C' de snijpunten der cirkels, 
dan zijn PO en PC’ de verlengde lijnen. 








B PAT PB, 


EE 3 | $ 

B Ae 

B ae 

Zon 5 LPA 2R 

B E PA AR. 

cn $ 

Pi Derde oplossing. 

ER: Zij het stuk buiten den cirkel 2, de koorde wv, de raaklijn 
es uit P — p,‚ dan is Ax X3z—=p?, waaruit z = : pvb, 2r 
Re a id ê 

Ee =p v6. Wij beschrijven dus uit P met zp v6 een boog; 


fs dr zijne“enijpunten met den gene trekken wij de verlangde 
lijnen. Blijkbaar moet À Tri of EPV6 7 C 2r,ofp { 26, 
eene voorwaarde, waarvan gemakkelijk ROK) dat zij met de 
_ bovenstaande tok H. VERHAGEN. 

_ 760. Van een vierhoek ABCD is AB? — BO? — AD? — CD? 


E Ne 


Bewijs, dat de inhoud van dien vierhoek gelijk is aan 
het halve product der diagonalen. 

(Acte-ex. Lag. Ond. Wisk. 1891.) 

| — Oplossing. 

Zij P het snijpunt der diagonalen, E en F' de projecties van 


À en C op BD; dan hebben wij: 


AB? — — AD? + BD? + 2BD XxX DE 
af BC? = CD? + BD? + 2BD X DF 

AB? — BO? = AD? — CD? + 2BD (DE —+& DF) 
Daar, volgens onderstelling, AB? — BC? = AD? —CD?, 





moet 2BD (DE + DF) —0 zijn, d.i. DE + DF moet — 0 zijn. 


Nu blĳkt uit de figuur, dat HE en F aan weerszijden van 


__D liggen, als men heeft DE + DF, en dat Een F aan dezelfde 
__zijde liggen, als men heeft DE — DF. 


í 
pe 


he 


In elk geval vallen dus E en F' samen. Maar dan staat 


AC … BD, en dan is inhoud vierhoek 


Be 1 
5 BD (AP + PC) = z BD Xx AC. TE VERHAGEN. 
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Verslag van een mondeling examen in Wiskunde — 
Lager Onderwijs, 1891. 


Algebra (°/, à 1 uur). 


Een kapitaal van K gulden wordt uitgezet à p °/,, sameng. 6 
interest. Na verloop van elk jaar worden a gld. bij het kap. à R, 
met den verschenen interest gevoegd. Na hoeveel jaar zalhet 
kap. dubbel zoo groot geworden zijn? Maak den verkregen — 
vorm geschikt voor ééne berekening met logarithmen. Ver- _ 


vang K door 6000, a door 600, p door 45, en bereken nur _ 


(het aantal jaren). Waarom rekent ge Kn met logarithmen? 


Wat is een log.? Zijn er gevallen, dat het rekenen met log. 
bepaald noodig is? Bewijs, dat voor een getal van 6 cijfers. — 
de wijzer 5 is. Mag men elk getal voor basis van een loga- 
rithmenstelsel nemen ? Waarom b.v. 1 niet, evenmin 0? Kan 


ook een negatief getal de basis zijn? Waarom niet? Kan EE 


een positieve breuk de basis zijn? (Wat is een positieve breuk?) — 
Wat weet ge van de log. van positieve breuken tusschen 0 en 


1, van de eenheid, van getallen > 1, als de basis in aldeze 


gevallen 5 is? Bewijs (op 2 manieren), dat log ab = log a + log b. 


Kan de log. van een getal negatief zijn? Wat is de betee- 


kenis van eene uitdrukking als p _? Hoe bewijst ge, dat 
(£ )'=( ) Welke eigenschappen worden toegepast ? ee 


Bepaal 6 zes Ó-demachtswortels van het getal 729, Bespre- 


king. Welke merkwaardige quotienten kent ge? Bewijs, dat 
A Aer ank 


Jb deelbaar is door a + b. Wat moet „ voorstellen ? 


Bewijs ook, dat die vorm niet deelbaar is door a —b. 


Ontbind a® — 56, als zijnde het verschil van twee derde- — 
machten. Uitwerking van een vorm met wortels van ver- 
schillenden graad, gebroken en neg. exponenten (2 manieren). 


Stereometrie (1 uur). 


Teeken eens 3 kruisende lijnen en breng nu een vierde lijn 
aan, die // loopt met een der drie gegevene en de beide an- 


dere snijdt, Bewijs: als twee elkaar snijdende vlakken beide 
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dan is de doorsnede dezer vlak- 


he eveneens || aan de Hoeven lijn. Ook: als 2 vlakken 


_loodrecht op een Se vlak staan , staat ook de doorsnede der 
eerste twee vlakken op ’t derde vlak. 
Teeken een bol. Wat is een groote cirkel op een bol? 


En wat een kleine? Hoe bewijst ge, dat twee groote cirkels 
elkaar halveeren? Kunnen een groote en een kleine cirkel 


elkaar middendoor deelen? Kunnen een groote en een kleine 
cirkel elkaar volgens eene middellijn van den kleinen cirkel 


Es snijden? Kunnen twee kleine cirkels elkaar volgens hunne 
middellijnen snijden? Van alles het bewijs gevraagd. 


Hoe construeert ge een grooten cirkel op een massieven bol ? 
Wat is een bolsegment? Waaraan is de oppervlakte van een 
bolsegmer& gelijk? Bewijs hiervan en ook van de stelling, 


waaruit deze berekening voortvloeit. Idem voor den inhoud 


van ’t bolsegment. 
_ Wat is een drievlakshoek? Welke is de Tee stel - 


ling? Bewijs? Teeken een veelvlakshoek. Gaat voor dezen de 
___vorige stelling ook door? Waarom voor een veelvlakshoek met 
_inspringenden hoek niet? Waarop zoudt ge ’t allereerst te 


letten hebben (in verband met het voorgaande), ais ge van 
een stuk papier een’ veelvlakshoek wildet maken? Wat is 
een veelvlak? Wat is een regelmatig veelvlak ? Hoeveel zijn 
er? Bewijs. Kunt ge t ook uit de stelling van Eurer be- 
wijzen? Bewijs ook de stelling van Evrer zelf. Wanneer 
gaat deze niet door? Hoe komt het, dat ze dan niet door- 
gaat? Op welke voorwaarden gaat ze dus altijd door ? 


Planimetrie (*/, uur). 


Wat weet ge van de lijn, die een buitenhoek van een drie- 


_ hoek middendoor deelt? Bewijs van die stelling. Hoe zoudt 


ge een’ driehoek construeeren , als gegeven zijn: de basis, de 
tophoek en de straal van den ingeschreven cirkel? Vermeld 
duidelijk de stellingen, die toegepast worden. Idem, als ge- 
vraagd wordt, een’ driehoek te construeeren, indien gegeven 
zijn: de drie stukken (in volgorde) waarin een hoogtelijn door 


_den omtrek des ingeschreven cirkels wordt verdeeld. 


Wat is een regelmatige veelhoek? Hoe zoudt ge op vers 


AE PAER EO ENNE 
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schillende manieren op een gegeven rechte als zijde een’ regel ot 
matigen 8-hoek construeeren? Waarom noemt ge uw eerste Ae 

. r PA LEE 
manier (methode geliĳkv. figuren) de verkieslijkste ? Wanneer __ 
kan men die methode toepassen? Bereken de zijde van den 
ingeschreven regelmatigen 15-hoek, als de straal des cirkels 
gegeven is. Verdeel een’ cirkel door een concentr. cirkel in 
de uiterste en middelste reden (langs den eenvoudigsten ana- 
abe3 Ben: 
Ber als a, b, Cc In 
en. d gegeven zijn. 5, ie 


haa 
iP: il 
Ee 


Iytischen weg). Construeer de rechte # — 


Gonio- en Trigonometrie (Ì|, uur). 


Druk tg 3a op 2 manieren in a uit. Als gegeven is: cos ap, 
hoe bepaalt ge dan op de eenvoudigste en kortste manier 
cosec (180’ Ja)? Laat door teekening zien, dat de cosec van 
(180° Ha) = — (eoseca). Bepaal z uit: | 

sin sin 2w J- sin 3z + sin 4w — 0. 
Kunt ge nog op eene andere wijze combineeren ? 

Kunt ge de som der tangenten van de hoekeneensdriehoeks 
voor berekening met logarithmen geschikt maken? Door wel- 
ken regel bepaalt go de derde zijde van een driehoek , als de _ 
andere twee zijden en de ingesloten hoek gegeven zijn? Hoe 
luidt de tangensregel? Leid ze af. Kunt ge die derde zijde 


ook door den cosinusregel bepalen? Wanneer zoudt ge inhet _— 5, 
gegeven geval den cosinusregel moeten gebruiken? Noemen a 
we de bekende zijden a en b en den ingesloten hoek C: be- vj 


paal nu door den cosinusregel de zijde c‚ en wel door defor= « 
mule c? —=a? Jb? — 2ab cos C voor berekening met log. ge- 
2ab(1 — cos C) 

(a — 6)? en 
die men in de uitwerking krijgt (men krijgt, zooals bekend is: 


Cc? — (a — b)? 1 + eel). Ln 


vervangen door 2 sin? 5 C? Waarom moet men dat er voor in 


schikt te maken, Waarom mag men in de breuk 


€ 
ll * VE 


ter G 


Fn A 


de plaats zetten, om het doel te bereiken? En waarom mag 
die heele breuk gelijk worden gesteld aan tg? p? Waarom 










_ dan mit ai Hoe herleidt ge den cosinusregel, door voor 


za? Jb? — 2abeos C te zetten: 

‘ ct =a? 4 b2 J- 2ab — Zab — 2abeos C, enz, ? 
Waarom mag voor de breuk, die men dan krijgt, sin? p 
gea worden ? 

Behandel het problema van Snellius. Hoe bepaalt ge de 
Meh doto van een toren, als zijn top ontoegankelijk is? En 
EE __hoe, als zoowel zn voet als zijn top ontoegankelijk zijn ? 
8 — | 
S Verslag van een mondeling examen in Wiskunde 

Lager Onderwijs, 1891. 


A Algebra. 


Gegeven |}, s, » of r. Bereken r of 7. 

Logarithmen. Verklaring. Grondeigenschappen. 
Modulus. Met de tafel werken. Gaussische logarithmen. 
Harmonische evenredigheden en reeksen, 

__Bewijs de grondeigenschap der vergelijking. Verdeeling. 
> Wortels van 1. Wederk. vergelijking. 

| Imaginaire en complexe getallen. 

_____Vraagstuk over sam. intr. (jaarl. kapitaalsverm.) 
_____Ontb. vorm van den 2den Brad, Geen vierkantsvergelijking 
____van maken, 

À Maximum en minimum bij constante som, product enz. 


je 
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Stereometrie. 
Alle grondstellingen. (Evenwijdigheid van Ll lijn met 1 of 
__ 2 vlakken; evenwijdige doorsn.; normaall. en -vlakken.) 
__Tweevlakkenhoek. 
Drievlakkenhoek. Eigensch. bewijzen op 2 manieren. 
Pooldrievlakkenhoek. 
Boltwee- en boldriehoek. Bolsegment en bolschijf. 
Oppervlakte en inhoud van deze. Geen formules. 
Oppervlakte en inhoud wentelenden A. 
“Hoek, waaronder 2 cirkels van den bol elkaar snijden, 
Oppervlakte van den bol in 3 gelijke deelen verdeelen door 
|| vlakken. 
Parallelogram doorsnede van een 4-zijdige pyramide, 





Trek eene lijn, die 2 van 3 kruisende lijnen snijdt en | 
loopt met de derde. El 
Hoeveel lijnen kunnen 3 kruisende lijnen snijden ? 


Planimetrie. | 

Bissectriv, mediaan, hoogtelijn uitdr. in de zijden. Zij — Ö 
gaan door 1 punt. hee 
Nw. meetk., behalve onh rm. nad. TE 
Trek SONG passer raaklijn aan 1 cirkel. | Ads 
Bissectrices binnen- en buitenh., meetk. pl. cirkel, verh. 
der opstaande zijden. eg 
Zijde 15-hoek (Prourueus). an 5) 


Inhoud koordenvierhoek. Ee 
ABCD — par. Geg. AC, CD, / COD. Gevr., Parall. HRe 


Trek in een cirkel eene nrden PMQ, in P eene raak- 
lijn en uit Q eene snĳĳlijn QSR. Bewijs nu, dat QS Xx QR 
constant is. j 

Door het raakpunt T van twee elkaar uitwendig rakende 
cirkels zijn twee sniĳlijnen ATa en BTb getrokken. Bewijs 
AB // ab (2 manieren). Eel 5 

Cirkel door conc. eirk. in uiterste en midd. reden verd. Te 

Opp. van een cirkelsegment. 

mt U ee ? Constr. @ (bleek eene verhouding). 

Frigonometrie. en 

Gon. verh. uitdrukken in sin, sec enz. B 

Grenzen van sec, cosec enz. : 


tg 5 a en tg 34 uitdrukken in tg a. 


sin p J-sin g —=.....; sinusregel? 
COSP J-COSQ =...…. ; tangensregel ? 
Maak logarithm. geschikt : cos A =..... in de zijden. 


Bin p= EN Bereken #. | ES 
N 

sin® # J-cos° s=—=p. Bereken z. 

L en R gegeven. Inhoud segment gevraagd. 

Straal omgeschreven cirkel berekenen. 

Straal ingeschreven cirkel (in het twijfelachtig geval). 


Snellius punt op verl. van een der zijden. | he 


ER OPGAVEN, 

ne K, BE 4 
Bo varvan de oplossingen vóór den 15°" Augustus 1892 franco 
el den Redacteur A, J. van Breen te Arnhem 


E en ke en 
worden ingewacht. 



























EEEN 


Aan twee cirkels zijn twee gemeenschappelijke raaklijnen 
getrokken , en door de middens dier raaklijnen (gerekend. 
van raakpunt tot raakpunt) is eene onbepaald verlengde 
lijn gebracht. Bewijs, dat de raaklijnen, uit een wille- 
keurig punt dezer lijn aan beide cirkels getrokken, onder- 
ling gelijk zijn. 
(G. Sxrrs, Meetkundige Vraagstukken, no. 1039.) 
Gp den straal van een cirkel twee gelijkvormige gelijk- 
beenige driehoeken zoo te construeeren, dat zij den straal 
van den cirkel tot som der basis hebben en de top in 
den cirkelomtrek valt. | 
(Pror. KarL Korpr, Meetk. Vrgst. no. 365.) 
De stralen, die een koorde in 4 gelijke deelen verdeelen, 
verdeelen in ’t algemeen den boog, die bij de koorde 
behoort, in 4 deelen, die 2 aan 2 geliĳk zijn. Bereken, 
in het geval, dat zij den boog in 4 gelijke deelen ver- 
deelen, de lengte der koorde in deelen van den straal, 
bepaal haar afstand van het middelpunt en geef op, he 
zij geconstrueerd kan worden. F. 
‚ In een A is eene lijn uit den top naar de basis ge- 
trokken. Men vraagt daarin een punt te bepalen, zoodat 
de loodlijn daaruit op de basis neergelaten, middel- 
evenredig zij tusschen. die op de opstaande zijden. 
H. SrersMa. 
Van een A ABC zijn gegeven 4 A —= 30°, AC ==4, 
BC=—=83. Bereken den straal van den cirkel, die door 
de voetpunten der loodlijnen gaat. 
EL 1884,) W. A. W. Morr. 
Wanneer men met de drie ongelijke segmenten , waarin 
de zijden eens driehoeks door den ingeschreven cirkel 
(straal — 7) verdeeld worden, een driehoek construeert, 
waarvan men de stralen der in- en omgeschreven cirkels 
door 7, en R‚ aanduidt, dan is r> =2r,R,. 
Vriend der Wiskunde, VIL 9 
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787. Als men de binomiaal-coëfficienten van ER RGA pe JN 4 


188, 


189, 


190. 


131. 


102. 


193. 


194. 






vermenigvuldigt met 1, 7, 72, 73, 7, dan is de som — AE 
der komende San de 3e macht ei de som dier in 


binomiaal-coëfficienten. Bewijs dit. H.S, 
(N. L. W. A. Graveraar, Vrgst. bijt Lrb. d. Alg.lest.125.) 
Bepaal k zóó, dat de vorm | oi 
kla? y* Hate tyre) (et +yt tet) An 
deelbaar zij door # +-y 4-2. H, S. en 
(N. L. W. A. GraverAaAr, Vrgst. Lrb. Alg. lest. 184) — zend 
Herleid | 1 
a? beet (a? —d?) (b? —d°) (ec? —d?) ij 
d> € ddr”) 1 A 
a? —e2)(b2 —e?)(c? — e? NE 
zie re Ee n } HS. ged 


(N. L. W. A. Graveraar, Vrgst. Lrb. Alg. le st. no. 279.) À 5 
Bepaal de waarden van « en y voor de volgende ver- 


gelijkingen ee 
n° dla hg 18 — 2e zee 
r3—27y? Se 

en Te 40 
(Verg. ond. Hfd. d. Sch. Rotterdam, 12 en 13 Feb, 1892) Sd 
Bewijs, dat de som der breuken van den vorm: od b 
1 2 

41) ZK 

tot de grenswaarde één nadert, als men aan pengde 

_ waarden 1, 2, 3, 4,.... geeft. Ke 


(N. L. W. A. Graveraar, Vrgst. Lrb. Alg. lest. no. 694) 
Als 2n + 1 een ondeelbaar getal is, dan is | Ër 
(1.2.8. 4e (wil) nj et En 
deelbaar door 27 + 1. Bewijs dit. H. VERHAGEN. 
(N. L. W. A. Graveraar, Lrb. d. Rek. I, $ 289, no. 170.) 
Hoeveel getallen van p cijfers zijn er in het x-tallig 
stelsel ? H. VERHAGEN. 
(N. L. W. A. Graveraar, Lrb. d. Rek, 1. S 289, no. 171.) 
Hoeveel cijfers moet men schrijven, als men in het 
n-tallig stelsel alle getallen van 1, 2, 3, 4,.... p cijfers 
opschrijft ? H. VERHAGEN. 
(N. L. W. A, GRAVELAAR, Leb. d. Rek. I, S 289 gen 








ie | En als men in het tientallig stelsel alle getallen van 1, 2, 3, 4, 


796. 


1 


10 


798, 


‚…p cijfers opschrijft ? HS Vaate 
(N. L. W. A. Graveraar, Lrb. d. Rek. I, $ 289, no. 173.) 
Als men de pde macht van 10 door 17 deelt, is de rest 
3 en als men de q-de macht door 17 deelt is de rest 5. 


Wat is de rest, als men de p + q-de macht door 17 deelt ? | 


(J. VersLuys, Dlbh. en Rep. br. no. 19.) 

Bewijs, dat n (n — 1) (n — 2) en n (n — 1) (2n — 1) voor 
elke waarde van » deelbaar zijn door 6. 

(J VersLuys, Dlbh. en Rep. br. no. 20.) 

Los de vergelijking op 


1 
Ve +2)v10 — 2 V (y —2)—=0 


1 4 


ede ARE EET 
RE De dn 


_(P. J. Bos, Lrb. d. Alg. II, (2e dr.) $ 172 no. 48.) 
‚ Een driehoek te beschrijven, waarvan 2 zijden gegeven 


zijn en de rechte lijn, die den ingesloten hoek midden- 
door deelt. 
(J. VersLuys, Meth. Opl. Meetk. Vrgst. $ 30, no. 4.) 


‚ Druk de diagonalen, die in een regelmatigen zestienhoek 


het eerste EA met het achtste, het eerste met 
het vierde en het eerste met het zesde verbinden, uit in 
den straal des omgeschreven cirkels. 

(C. Krarrer Kz, Lrb. d. Mtk, I, no. 549.) 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 


waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


Oplossen : 2? J-y =beny?: Je—=3. Brurus. 


„ Hen driehoek te construeeren uit: a, b +- c en B—C. 


(Perersen, Meth. en Theor. no. 11) S. 

Twee kapitalen, die f 2000 verschillen, staan uit, het 
eene tegen 1°/, meer dan het andere. Kon men B IS 
verwisselen, dan zouden zij per jaar evenveel rente op- 
brengen. Nu echter brengt het eene f 120 per jaar meer 





__op dan het andere. 
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236, 


234. 


238. 


239. 
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Hoe groot waren de Petre, en Ney 
tegen hoeveel staan zij uit ? J. W. te M, 
(Ex. Kon. Mil. Akad. 1887. ) 

(VersLuys, Lrb. d. Rek. IL, 7e dr. bl. 155, no. . 72). | 
A wil f 100000 opnemen. Hij kan die ennn sluiten: 


1°. tegen een jaarlijkschen interest van 15 20, tegen — 
een annuiteit (jaarlijksche aflossing door rentebetaling) van _ 5 
5 °l, gedurende 50 jaren. Wat is voordeeliger en hoe- 


veel verschil geeft het, als hij zelf 4°/, samengestelden 
interest van zijn geld kan maken. J. W.C. M. 

(Litt. Mathem, ex. 1884.) 

(VersLuys, Lrb. d. Rek, II, 7e dr, bl. 143, no. 27.) 
Bereken de koopsom van 25 balen rijst, wegende bruto _ 


1725 kilo à 18 centen de kilo netto met 15 of, kor- 


ting Sn contant, als de stille uitslag 2 8 goed 5e: dre 


raf í 
de ES nk bek or 


wicht be °, en detarra 2 kilo per baal bedraagt, 


(Verg. an Hfd, d. S. Rottekadsn Febr. 1892.) 1 Cn 
Fen getal van 6 cijfers door 11 gedeeld geeft5totrest; 
wat zal de rest zijn, als men het cijfer aan de linker- 

hand op de plaats der eenheden stelt ? | 

(Ex, hoofdondr.’’s-Bosch, 1873.) ACE 

(J. VersLuvs, Deelbh. en Rep, br. no. 54.) 
Uit de eindpunten eener gegeven rechte 2 rechten zoo 

te trekken, dat zij elkaar op den omtrek van een ge- 


geven cirkel snijden, en dat de beideandere punten, die 8 
zij met den cirkel gemeen hebben , in een rechte liggen, E 
die evenwijdig is aan de gegevene., A 


(C. Kwarrer, Kz, Lrb. der Mtk. I, $ 357, no. 799.) J, B, 
Bepaal door deelne der g.g.d. van 

22 — Tay J 15u J- 64? — My J 18 en 
2aydon Ory Bayt Or? ry Ory HOI 
(J, VersLuys, Lrb. d, Alg. II, 5e dr, 8 274, 9.) E, 
Van een driehoek ABC is gegeven de lijn CD, die den 
hoek C _middendoor deelt en naar de overstaande zijde 









ie getrokken = a, benevens de loodlijnen uit de beide 
___andere hoekpunten op deze deellijnen —= b en c. Men 
vraagt den driehoek te berekenen en te construeeren. AN 
(J. VersLuys, Hdb. d. Mtk. IV, gem. vrgst. 15.) H.K, 






het 241. Van een driehoek maken de hoeken een rekenkundige 
BE 2 reeks. De omtrek van dien driehoek is A en de mid- f 
Re ek dellijn van den omgeschreven cirkel is B. Men vraagt î 
dE _______naar de zijden des driehoeks. H. Kreuning. ) 
Re . (J. Versrurs, Hdb. d. Mtk. IV, gem. vrgst, 76.) Ô 
ERS? #43. Hen cirkelsector bevat een hoek van 120°. In het seg- 
EN ment van dezen sector een kwadraat te beschrijven , dat 
PE k met eene zijde op de koorde van ’t segment staat; en 
RE den inhoud van ’t kwadraat te berekenen , als de straal 
Eh, van den cirkel, waartoe die sector behoort gelijk R ge- | 
BN geven is? H. Keuning, 
BRAD (J. VersLurs, Hdb. d. Mtk. IV, gem. vrgst. 77.) 
5 243. Op een lijn PR is een halve cirkel beschreven met 
$ BOOR PR als straal. Met denzelfden straal zijn 
Rt _ uit P en R de cirkelbogen TQ en SQ beschreven, die 
RE den halven cirkel in T en S snijden. Daardoor zijn 3 
figuren ontstaan, nl. PQT, TQS en SQR, in ieder van . 
OR welke men een cirkel wenscht beschreven te zien. En 
ie ___ als de lijn TR = a gegeven is, vraagt men ook de 
Je lengte der stralen van de te beschrijven cirkels berekend 


te zien? H. Keuning. 

5 (J. Versrvys, Hdb. d. Mtk, IV, gem. vrgst. 78.) 

244. Trekt men door een der gelijkvormigheidspunten O van 
twee cirkels een rechte, die achtereenvolgens den eenen 
cirkel in A en B, den anderen in C en D snijdt, ter- 
wijl de lijn der middelpunten met den eersten cirkel de 
punten HE en HF, met den tweeden de punten G en H 
gemeen heeft, dan is: 

OA.OD=0B. OC = OE. OH —=OF.0G. 
(C. Krarper, Kz., Lrb. d. Mtk. I, no. 480.) 

245. Een cirkel te beschrijven, waarin bij twee koorden van ge- 
geven lengte bogen behooren, die tot elkaar staan als 1 en 2. 
(C. Krarper, Kz, Lrb. d. Mtk, I, no. 450.) 
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Ingekomen vragen beantwoord. 





IL. Op blz. 67 van Versruvs Handb. der Mtk. dl. 1 3e dr. 


_ lees ik de eigenschap: Twee drieh. , die twee zijden evenredig 
hebben, en een hoek tegenover een dier zijden gelijk, zijn ge- 


lijkvormig, als de hoeken tegenover de andere der twee zijden 
NIET ELKANDERS SUPPLEMENT ZIJN. Dat zie ik niet goed in. 
Wel weet ik, dat een drieh. eerst is bepaald, als twee zijner 


Ge zijden en de hoek tegenover de grootste zijde (dus ook de 


grootste hoek) gegeven zijn, maar ik zie niet, hoe daar nu 
uit zou moeten volgen, dat de beide hoeken tegenover de an- 
dere gegeven zijde niet elkaars supplement mogen zijn. Mij 
dunkt toch, dat die hoeken wel recht kunnen zijn en in dat 
geval zijn ze toch ook elkaars supplement. Zou U mij boven- 
staande eigenschap willen duidelijk maken? Nog dient even 
opgemerkt, dat Versruys in zijn Nieuw Lrb. d. VI. M. 4edr., 
blz. 71 de eigensehap aldus heeft geformuleerd: Twee drieh.,, 


_die twee zijden evenredig hebben en een hoek tegenover een dier 


zijden gelijk, zijn gelijkv., als de hoeken tegenover de andere 
van de twee zijden van dezelfde soort zijn. Dat deze eigen- 


„schap waar is, begrijp ik, maar hoe kan dan de eerste dit zijn ? 


H. Keuning. 
Antwoord. Wanneer gezegd wordt, dat twee driehoeken 
eongruent zijn, als ze 2 zijden gelijk hebben en een hoek 


tegenover een dier twee zijden, terwijl de hoeken tegenover 


de andere dier twee zijden niet elkaars supplement zijn, wordt 


daarmee volstrekt niet gezegd, dat de driehoeken niet con- 


gruent kunnen zijn, als de laatste twee hoeken wèl elkaars 
supplement zijn. Er wordt dan in die stelling alleen gespro- 
ken van het niet elkaars supplement zijn. Wanneer het de 
bedoeling was te zeggen, dat in elk ander geval de driehoeken 
niet congruent zijn, dan zou dit nadrukkelijk moeten gezegd 


__zijn, wat natuurlijk niet gedaan is. 


Handboek Meetk. deel I is overigens in de latere drukken 
op dit punt in overeenstemming gebracht met Nieuw Leerboek. 


IL. In Versruvs, Algebra I S 119 wordt de eigenschap 
(HVH 0) = +1 Jab bewezen voor positieve 









waarden van a en b en niet voor negatieve warden Wast! SEP 
om niet ? H. Krone. 

Antwoord. Omtrent deze vraag zal U licht opgaan, als — 
gij nader kennis maakt met complexe getallen. Vooral bl, 
120—122 van J. VersLuys, Over het oplossen van Algebraïsche 
Vraagst. geeft nadere inlichting omtrent vragen van dien aard. 


IL J. Versrvys, Handb. d. Mik. IS 182. Welke lijn 
stelt in de figuur (s — b) voor, als s de halve omtrek van det 

A ABC is, terwijl 5 de zijde AC van dien A voorstelt ? | 

H. Keuring 

Antwoord. (In A ABC is den cirkel beschreven, die de _ 

zijden BC in D en BA in E raakt. Het middelpunt Pismet 


B, D en E verbonden.) | ze Tj 
BD en BE zijn ieder gelijk aan s —b, want we hebben ee 
AB | BO J- AC = 25 | EER 

af AB 4 CD + AC = 2} | Ee 

BE + BD = 2{s—b) AN 


BE=BD =s—b. 
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B, INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 


De be 
waarvan de Benten gevraagd worden. 





de grondlijn en de som der opstaande zijden gegeven zijn. 
_ (J. VersLuys, Meth. Opl. Mtk. vrgst. $ 25, no. 1.) 


Oplossing. 


De zi A ABC de gevraagde A met de basis// Ben C en 
RAL, waarin AB + AC geliĳk is aan de gegeven som. Verlengt men 
kaak BA met AD — AQ, dan is BD gelijk aan de som der opstaande 


UE 8 zijden. Trekt men CD, dan is A ACD gelĳĳkbeenig, dus 
Le ZACD=/ D. Was nu En BCD bekend, dan zou men A ABC 
En kunnen construeeren, òf door / ACD =/ D te maken, òf 
Ae door in het midden E van CD eene loodlijn EA op te richten, 


HC welke het punt A in BD zou bepalen. Van A BCD zijn een 
| zijde BD met Be twee aanliggende hoeken B en D —= zLA= a 


5 tso (B +-C)í bekend, zoodat hij te construeeren is, 


ie EN DE heeft nu de volgende 

ER Constructie. Neem op het eene been van / B van het hoek: 
BEE. _ punt af een stuk BD — de gegeven som der opstaande zijden, 
maak in D aan dezelfde zijde van BD als / B ligt een 


4D = {180°—(B-+C){:2, dan is A BCD bekend. Maak 
nu df DCA, D, òf Hult in het midden E van CD eene 
loodlijn op, welke BD in A ontmoet. Trek dan AC, dan is 
Ä: 


__ A ABC de gevraagde. 

_____Bespreking. Uit de constructie blijkt, dat maar één A 

______voldoet. 

en Bewijs. Het bewijs ligt opgesloten in de daaraan vooraf- 
__ gaande oplossing. 

A, Tweede oplossing. 

Als men in A ABC BA met AD —= AC verlengt en DF // AC 

trekt, tot zij het verlengde van AC in F ontmoet, dan zijn 

BE in A BDE LF —=/C en /BDF=/ A. Trekt men nu CD, 

dan is A ACD geliĳkbeenig, dus / ACD =/ ADC. Ook is 

 ZACD=/ CDF, dus / ADC = / ODF. DC is dus in A BDF 

de bissectrix van / BDF, 





Constructie. 
maak / DCA = / ADC, dan is A ABC de gevraagde. 


Derde oplossing. 


Van A ABC zijn de // B en C bekend. Men kan dus ie 
een A ABO, A ABC construeeren, BA, met A‚D, = AC, 
verlengen, C,D, trekken. A A,C,D, is dus geliĳkbeenig en 


L ADC, = L A,C,D, = a BAC, zg 180°— (B+C) It 


Neem nu op BD, of haar verlengde een stuk BD == deme 
gegeven som, trek DC |/D,C,, dan is ABDC» A BD,C,, — 


trek CA//C,A,, dan is A BAC de gevraagde, want 


LB =/B; BCA = LBC AS = 40, AAGDESTN Pu | 
dus geliĳkbeenig, derh. AC — AD, zoodat AB j AC = KD. 


202. Een driehoek te beschrijven, waarvan gegeven zijntwee — 


hoeken en het verschil der overstaande zijden. 
(J. VersLuys, Meth. Opl Mtk. vrgst. S 25, no. sel 


Oplossing. 


zi A ABC de gevraagde, / C > ZB en AB —AC=v 
Neem op AB een stuk AD =—=AC, trek CD, dan is A ADC 


gelijkbeenig, dus / ADC = (1809 —/ A):2, BDC is 
daardoor bekend. A BCD is nu uit eene zijde BD —=v met 
QZ aanliggende // B en BDC te construeeren. 


Construeer nu op CD den gelijkbeenigen A ACD door BD 0 
te verlengen en òf in C den / DCA = / ACD te maken, fes 


door in het midden E van CD eene loodlijn op te zichte 
welke het verlengde van BD in A ontmoet. 

A ABC is dan de gevraagde. 

Opmerking. Om A BDC te construeeren, kan men ook de 
kortste zijde AC verlengen met een stuk CD —= v. 

Tweede oplossing. 

Zij A ABC de gevraagde, waarin / C )/ B is. Neem op 
AB een stuk AD = AC, dan is BD ==AB— AC. Trek 
DF // AC, dan is / BED =/ BCA en A BDFw A BAC. 
Trek CD, ld is A ACD geliĳjkbeenig, dus 


l Oo 
L ACD =/ ADO = 3 (180 —A)=5B +0). 







Construeer A BDF, trek de iets DEN es 








en 
ee Rn ZA, dus 
NEE CDF — — 180° — (Z BDF + / ABC) = 5 LB de C), 
je De Ri LCDF —=/ CDA, zoodat DC de bissectrix is van ‚ ADF. 
id Men heeft nu de Aes 
Constructie. Beschrijf op BD — het verschil der overstaande 
2 ee An als basis met / B en / BDF — 180° — (B + CO) als 
4 5, _basis//_ een A BDE. Verleng BD, trek de bissectrix DC van 
B “den buiten/ FDA. Maak / DCA —/ CDA, dan is A ABC 









Er Derde oplossing. 

Ki à Construeer een A Bac, waarin /B=—=/ Ben /c=/ 0, 
Medan is A Bac A BAC. Neem ad =ac en trek cd. Neem 

_<___nu op Bd of haar verlengde een stuk BD = v, trek DC || de, 

dan is A BDC @ A Bdc. Verleng BD en trek CA // ca 

A ABC is dan de gevraagde. 





in __ 203. Beschrijf een rechthoekigen driehoek, waarvan men de 
e ‘ 


ES schuine zijde en de som der rechthoekszijden heeft gegeven. 
Re: je (J. VersLurs, Meth. Opl. Mtk. vrgst. S$ 25, 3.) 
ĳ 


____De oplossing treft de lezer aan in de bijdrage van den heer | 
be. __B. W. Moxpr op bla. 6 onder no. XIV. | 
ne ® f 


Ee 204. Trek in een A ABC evenwijdig aan AB een lijn PQ, 


BA die van AC een stuk AP afsnijdt, dat gelijk is aan PQ. 
Ee ‘ (J. VersLuys, Meth. Opl. Mtk. vrgst. S 25, 4.) 

5 4 | Oplossing. 

_ Zij PQ de gevraagde lijn. Vereenig A met Q, dan is 


AAPQ geliĳjkbeenig, dus / PAQ =/ PQA. Maar / PQA 
____=/ BAQ (verw. binn./), dus ook / PAQ =/ BAQ. Der- 
ge halve is AQ de bissectrix van / Á. 

Constructie. Trek de bissectrix AQ van Z A en QP(/ AB 


Ke Algebraïsche oplossing. 
MR Stel AB —PQ —c, dan is 
he AB: PQ = AC: PC 


CP br gs 
Ae waaruit z —bc:(bj-c) kan geconstrueerd worden. 
_ Neem nu AP == en trek PQ// AB. 





rl nde sE ent i 
RN ONT RS it Eee fe PE Kien , 5 
\ n A AE MES À per 
: en HATE Ee ek ; ’ en 
_ s UE MAW Al EI EN 
sb. ‘ BA ne Let fe ot eni á 
« s zn ” td ‚ij 2 


205. Trek in een A ABC een dijn DE NN 
zóó, dat | AD + BE —= DE SE Rn | 
(J. ere Meth. Opl. Mtk. vrgst. 82, 5 
















Oplossing. SN ss 
Zij DE in A ABC getrokken. Neem DE = AD, dan 7 

EF==BE. Vereenig F met A en B, dan is A DAF cen 
beenig, dus / DAF == / DFA, Sat is DE As ZL BAF 25 
(verw. binn‚/), dus is AF de bissectrix van / A; A EBF is Nn 
ook gelijkbeenig, dus „ EBF —=/ EFB =/ FBA, dus BF i is et 8 
de bissectrix van Z/ B. Men heeft nu de En. KI te 5 é 
Constructie. Deel de // A en B middendoor en trek door 
het snijpunt F der bissectrices DE /| AB. 
Algebraïsche oplossing. 
Stel AD =z en BE—=y, dan is DE Men heeft 
AC:DC ==BC:EC en DE :AB=CD;AC 


b:(b—r)= arla—y) (et-y)re =(b—e): Ge 
Ty sm Ne) b(w J-4) Zen 
(ed-y)r(adb)z= «vib ok: 
ble dg) =e(a 0) 
dus ook x(a Hb) =e(b —2) 
% 5 J-5 L De 00 
re E Fe’ 
Construeer hieruit x, neem AD =# en trek DE//AB. 5 
206. Een rechte lijn te trekken, die op gegeven afobandeal A 
verwijderd is van twee rn punten. A 
(5. VersLurs, Meth. Opl. Mtk. vrgst. 8 25,8) << 


Oplossing. | En 

Zij CD eene lijn, welke op de gegeven afstanden R en zl 
van 2 gegeven punton A en B verwijderd is, CD is daneene 
gemeenschappelijke raaklijn aan de 2 cirkels, welke uit A en — À 
B met R en 7 als stralen beschreven kunnen worden. J zo 

De constructie komt dus neer op het construeeren van de _ we 
raaklijnen aan 2 gegeven cirkels. Stel den afstand der mid-_ 
delpunten AB == a, dan heeft men voor a) R Jr 4 raak- sn 
lijnen, AR 8, a {R+ ren) R—r 2, az Rr 
1ena{R—r Oee Ld d À 










B Banse: | 

207. Uit een ant buiten. een cirkel een snijlijn » naar dn 
BE irkel te trekken, zóó dat het stuk, dat binnen den 
oe cirkel ligt, gelijk is aan het stuk, dat er buiten valt, 
9 B BERED, Meth. Opl, Mtk. vrgst. $ 25, 12.) 


Oplossing. 


ne 
es zr P het gegeven punt, M het middelpunt van den cirkel 
ie, u en PCD de gevraagde snijlijn, dan PG op. 


| BA. PB, waarin PA == a en PB = a + 2R Ee zijn, dus 
MEE BE: KAn 2e = a (a + 2R) 

g Ee: en Re vz „VZ (a + 2R). 

fe 5 Uit P beschrijft men nu met # als straal een cirkel. Deze 
____zal den cirkel M in C en ©, snijden, als # > a, er zijn dan 
Me 

EE 2 snijlijnen ; raken als w == a, er is dan 1 snĳlijn, die door 


LM gaat; of niet snijden, als e (a, er is dan geen snijlijn, 
_die voldoet. 


Naarmate 2R >a, 2R==a en PRC a 
Ae RA s=aen va 
ä an er dus 2 lijnen, 1 lijn en geen lijn. 

| Tweede oplossing. 


ee _ Trekt men uit P de raaklijn PE, dan vindt men ook 





é Ë Be PRN lo 2R)? —R2=a (a + 2R) 

E) Bot er 3 PE EEN 5 hypotenuse van den gelijkbeenigen recht- 
horigen A PEF, waarvan PE eene rechthoekszijde is. 

RO | Derde oplossing. 

HDE NEEN middendoor in .N, beschrijf op PN een halven 


Ì 


Gen eirkel, richt AG_L PN, trek PG, beschrijf met PG een cir- 
0 __kelboog ‚ die den cirkel M in C Rijdt: trek de in PCD, 
B dan is PCSCD. Want 


Bee PC? = PG? =PA.PN= PA. ‚PB 
el 2PC: OE 


2PC —= PD — PC + PD 
PC =CD. J. A. v. D. Veren, 
















Vierde nne Rt 
Zij PCD de gevraagde snijlijn. Trek DM en RH! BM, dan ie 
is aA A PCH, dus Be | 
Bi LNA DM: ER PM: PH=2: Leann ike 


… RS 
dus CE=; DM=5 a PH = 5 lp = sla B) = = constant. Ee E 
Het punt í ligt ie op den sietelomirdk uit H met HC als 
straal beschreven, d. i. de middens der gevraagde snijlijnen ú Han 
liggen op een Gbkelentenn | Ne 
Constructie, Verbind P met M, beschrijf uit het midden 


H van PM met 5 R als straal een cirkel, welke den cirkel à 


M in C en C, zal snijden, of in A zal raken. De lijnen uit “ _ 
P door C en A getrokken zijn de gevraagde. Als de cirkel SR 
H met M geen punt gemeen heeft, is er geen lijn. Lt 

M. Simons; A. Vermeer; M. 


208. Twee cirkels, met verschillende stralen beschreven, snijden Ô ws 
elkander. Trek door een der snijpunten eene lijn, zoodat ST 
de koorden in beide cirkels even lang zijn. La 
(J. VersLuys, Meth. Opl. Mtk. vrg. $ 25, 13.) 

Oplossing. „ien 
Zijn M en N de cirkels, die elkaar in B snijden, en ABO aa 
de gevraagde in, dn is AB in cirkel M gelijk BC ineirkel 

N. Trek MDL AB, NEL BC en MN, dan is Be 

AD = ge BE = EC, dus DE — AB = BC, 
Trek NF //DE, dan is DE = FN eene rechthoekszijde in den on 
rechthoekigen A MNE, waarvan de hypotenusa MN =a (af- en 

stand middelpunten) en MF = R— rr constant zijn. 4 

Constructie, Beschrijf op MN als hypotenusa een rechtens 
kigen A MNF, waarin MF = R—r; verleng MF en trek door 

B eene lijn } op FN, dan is deze He gevraagde. Bs 

Tweede oplossing. | he 
Verbind en midden F van MN met B, trek door B eene 4 \ 
lijn ABC | FB, dan is deze de gevraagde. Trek MD en 

NE // FB, in is DB = BE, omdat MF = NF, Omdat — oel 

AC L FB zin ook MD en NE _L AC, dus Je 


BD =zAB en BE=;BO, derh. AB=BO. M 


jd är PARRGEE Iet kle 
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20 9. “Beschrijf i in een driehoek een parallelogram, waarvan de 
An _hoeklijnen evenwijdig loopen met twee zijden van den 
Ee _____driehoek. (Krarper, no. 369.) 

____(J. VersLuys, Meth. Opl. Mtk. vrgst. $ 25, 14.) 


Oplossing. 


4 zi DEFG het gevraagde parallelogram in A ABC, dan 
4 zijn DF (| AB, GE//BC en EF = en // DG, Maar AEFD en 
___CFEG zijn dan ook parallelogrammen , dus 

In EF =AD=DG = GC. 

ie Constructie. Deel AC in D en G in 3 gelijke deelen. Trek 
_ DF//AB en GE//BC, daarna DE, EF en FG, dan is DEFG 
_ … het gevraagde parallelogram. 
bag Bewijs. Van vierhoek DEFG zijn de diagonalen DF en 
___ EG // met ABen BC. Uit de constructie volgt, dat BF = BC: 3 
en BE=AB:3, dus EF (JAC en =AC:3, dus =DG. Van 
___DEFG zijn dus 2 overstaande zijden — en //, zoodat hij een 
; parallelogram is. 

Dezelfde constructie kan men op de andere 2 zijden toepas- 


DD 


__gen, zoodat er 3 parallelogrammen aan de vraag voldoen. 


A CDF: A CBA = CD? : CA? = (CE) ted 


par. DEFG= ADEF+ADFG=2ADEG= ACDF = AABO 


Tweede oplossing. 


Zij DEFG het gevr. par. Trek door het snijpunt Z der 
diagonalen de lijnen AZH en CZI, dan is CZ een mediaan in 
__ ACDF en AZ een mediaan in A AEG. Omdat DF // AB 
_ is ook CI een mediaan in A ABC en omdat EG // BC is AH 
een mediaan in A ABC, zoodat het snijpunt Z der diagonalen 
_ van het parallelogram het zwaartepunt is van A ABC. 
Constructie. Trek de midianen AH en CI, door het zwaartee 
punt Z twee lijnen DZF'//AB en BZG//BC, daarna DE, EF 
en FG, dan is DEFG het gevr, EERE À. en 


Derde oplossing. 


Zij ABC de driehoek en DEFG het parallelogram , zoodat 
‚dus DF //BC, GE//AC en DE| AB is. Verbinden we E met 


CMER TE 


wr 
… 


Erres £ 5 . As è 
le Ì Ke | 











A en nemen we op AE een willekeurig punt Te Trekken we 
nu IH//DE, IK en HL(/DG en EF, dan is het parallelogram 
HIKL DEFG. Maar dan is ook IL // EG-// AC en HK // DF LBC. hi 
We hebben dus de volgende constructie : st 
Trek eene willekeurige lijn HK, maar // BC. Trek doa Zn 
het midden van HK eene lijn IL//AC. Verbind H met L, je di 
trek KI//HL en verbind I met H,‚ dan voldoet IHLKinzoo- 
verre, dat de diagonalen evenwijdig zijn met 2zijdendesdrie- si 
hoeks. Trek Al en verleng haar tot ze BC snijdt in B, Trek 
DE(/AB, EF // DG //IK dan voldoet DEFG aan het gevraagde. 
De constructie is altijd mogelijk, J. B, BAKKER. — A 
Vierde oplossing. „ en 
Trek AK//BC en CK//AB, verleng AK met KM=AKen 
CK met KL—=CK, trek AL, LM en CM, dan is AOMLeen 
parallelogram. Trek BL, die AC in D,en BM, die AC in 
G snijdt. Trek DF//AB en GE//BC. Trek DE, EF en FG, 
dan is DEFG het gevraagde parallelogram. 
Bewijs. EG//AM, dus BE: AE = BG : GM 
LM//AC, „ BD:DL=BG:GM 
dus BE:AE==BD:DL, derh. DE//AL. 
Evenzoo is FG//CM, dus Oók DE//FG, omdat AL // CM 
A BDE A BLA, dus DE: AL =BD: BL, 
ABFGx ABCM, „ FG:CH=BG: BM, 
ABDG ABLM, „ BG: BM = BD: BL, 
derhalve ook DE: AL =FG:CM, maar AL=CM, | 
dus DE = GE, ook is DE / FG, derh, DEFG een parallelogram. 
E. C. K, 


210. Men vraagt een vierhoek te beschrijven, waarvan de 
vier zijden gegeven zijn en de hoek, waaronder de ver-= 
lengden van twee overstaande zijden elkaar snijden. 
(J. VersLuys, Meth. Opl. Mtk. vrgst. $ 25, 17.) 


Oplossing. 
Zij ABCD de gevraagde vierhoek. Trek daarin DE // BC en 
BE//CD; vereenig A met E, dan is / ADE gelijk aan den 
hoek, waaronder de verlengden van twee overstaande zijden 


elkaar snijden. Van A ADE zijn nu 2 zijden AD en DE (= BO) 






ep ee, ABE zijn nu de 3 zijden AE, BE (=CD) en AB be- 

Dr kend, zoodat hij en ook het hakolleldeert BODE nu te con- 

PN oo peren. zijn. 
Bs Tweede oplossing. 


EN E ABCD de gevraagde vierhoek , waarvan de 4 zijden en 
___de hoek, waaronder de verlengden A AD en BO elkaar snij- 
___ den, gegeven zijn. 

_ Noem F, G, E‚ H respectievelijk de middens van AB, BC, 
__ CD en AD, K en L die van AC en BD, Vereenig de mid- 
___dens der zijden met die der diagonalen, er ontstaan dan 2 
___vierhoeken EKFLen GKHL. Omdat DE: DC =DL: DB =1:2 


jk + 
2 


‘ 
. bl 
RE 
Rn 
it Kin 
Wed: 
dÂ 
Kk 
KR: 
è 
RE 


oe 1 1 

is EL//BC en = gBC. Bvenzoo zijn EK en LF Il en = AD, 
EN 

is) KF len = ;BC, HL = KG llen= AB, 

ke HK = GL jen = : CD, 

E zoodat EKLF en GKHL parallelogrammen zijn. 

hee Omdat EK // AD en EL |/ BC is 4 KEL == aan den ge- 
K geven hoek. 

dr Constructie. Beschrijf het parallelogram KELF, waarin 
en ZL KEL = gegeven /, EK = : AD en EL = : BC bekend zijn, 
0 Beschrijf op de diagonaal KL de AA KHL en KGL, waar- 
5 


__‚… van de zijden gelijk zAB en 7CD zijn. Trek nu door de be- | 


kend geworden middens F, G, E,‚ H lijnen // aan de zijden 

__ der parallelogrammen. ABCD is dan de gevraagde vierhoek. 
$ Eep: Derde oplossing. 
_ ___Laat ABCD de gevraagde vierhoek zijn. Verleng BA en 
____CD tot ze elkander snijden in H, dan is BHC de hoek, dien 
_____de verlengden maken. Van A BHC weten we nu: Jen top: 
____hoek, de grondlijn en het verschil der opstaande zijden, zoo- 
— __dat hij kan geconstrueerd worden en vervolgens uit den drie- 
_ ____hoek, den geheelen vierhoek, 
_ De constructie wordt nu: 

De Vriend der Wiskunde. VII, 10 





ktp WOE AN 
pre LN zal MALT Ee) 
pb Med AREN Ni, 
get 


k 





van FG snijdt in B. Trek BH | EG. Neem op BH een 


stuk BA — ben op HU eon stuk CD =d. Verbind A zaet 


D, dan is ABCD de gevraagde vierhoek. J.B, BAKKER, _ 


211. Drie lampen hebben gedurende 25 uren samen 15 liters 
olie verbruikt. Hoeveel heeft iedere lamp verbruikt, als 


gegeven is, dat de genoemde hoeveelheid juisttoereikend 
is, om de eerste en tweede lamp tegelijkertijd gedurende 


42 uren 51 minuten, en de tweede en derde gedurende 


33 uren 20 minuten te doen branden ? G. A, J. 
(Hoofdakte ex. Arnhem, 1891.) 


Oplossing. 
Samen verbranden de 3 lampen in 25 uren 15 L., d.i. 0,6 
L. per uur. De le en 2e lamp verbranden samen in 42 uur 
51e min. 15 L., d. i, 0,35 L. per uur, zoodat de 3e lamp 


0,6 L. — 0,35 L. =0,25 L. per uur verbrandt, De 2e en 3e 
lamp samen verbranden 15 L. in 33 uur 20 min., d. í. 0,45 
L. per uur, waarvan de 2e lamp alleen 0,45 L. — 0,25 L. = 0,2 L. 
verbrandt. De le lamp verbrandt dus per uur 0,35 L. — 0,2 L. 
—=0,15L. In 25 uren verbrandt dus de le lamp 25 Xx 0,15 L. 
= 3,75 L., de 2e lamp 25 X0,2L.=5 L. en de de lamp 
25 x 0,25 L. —= 6,25 L. v. D. War & VERBORGH. 


Tweede oplossing. 


De le en 2e lamp samen verbranden in 42 uur 51, min. 





6 é 25 9 
of 42- uur 15 L., dus in 25 uur in 15 Lr 
42 
q } 
is $ 25 1 
terwijl de 2e en 3e lamp samen in 25 uur DT 15 L. = ll, L. 
33 
3 


verbranden. De {1e lamp verbrandt dus in 25 uur 3,75 L., 
de 2e 5 L. en de 3e 6,25 L. P.S. Hoekstra; M. Simons. 
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Construeer met p als tophoek den gelijkbeenigen A EGE 24 EE 
Verleng EF met een stuk FC—=d—b. Beschrijf uit C als Ce 
middelpunt met c als straal een cirkelboog, die het verlengde _ 
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PL 4 


verschil van twee Belillan is in hun som 8, 36- aaan 


kn RD, _bedraagt ? GA 5. 
Se _(Hoofdakte ex. Arnhem, 1891.) | 


Oplossing. 


Rom. der 2 get. : verschil der 2 get. — 8,36: 1 

| le get. : 2e get, — (8,36 J- 1): (8,36 — 1) = 
Le = 9,36 : 7,36 = 1,17 ; 0,92, 
het 2e lr a 


UiT 


It 2e en is dan 26,91 : 5,85 — 4,6. 


Tweede oplossing. 


, BElan som is 8, 36 maal hun verschil. Is het verschil dus 1 
dan is de som 8,36 of de getallen zijn 4,68 en 3,68. De ver- 
_ houding is dus als 4,68: 3,68 — 92: 117. Wären dat de ge- 
_ tallen dan was hun Ettie 10764, dit is echter 26,91 of 400- 
i maal zoo klein, Elk getal is dus 20 keer te groot genomen, 


À zoodat de ee getallen zijn Den 5 en —— el of 4,6 en 5. Sd de 


Ee 213. A kocht drie partijen tabak, respectievelijk tegen f 0,75, 

Bef 1,— en f 1,20 het El eann De gemiddelde prijs van 
fE Been is f 1,— maar zou f 1,06 bedragen, als de 
laatste partij tweemaal zoo o groot was. Hoe verhouden zich 
de drie partijen, G. A. J. 
ne ex, Arnhem, 1891.) 


Oplossing. 


Ee Omdat de gemiddelde prijs gelijk is aan de prijs van de 2e 
ED _ partij, is de verhouding van de le en 3e partij als (1,20 — 1 ‚00) 

_ :(1— 0,75) of als 4:5. Was de laatste partij 2 maal zoo 
ae groot, dan zou de gemiddelde B van de fe en 3e partij 
4Xf0T5BHIOXFL20 _ 15 

7 MEEO En Sf, per KG. zijn, eh | 


es eten. Welke zijn die getallen, als hun product 26 ‚1 


ee DR le getal. Het product der 2 getallen 
it is dus id X het vierkant v. ’t le getal of 26,91, zoodathet 


2 
‘vierkant v. 't le getal, en en ’t 1e getal Biz = 5,85. Het 





Haag van de 2e ni ij de som der beide andere opeet Ee 


“zou dan zijn als les, (te En of als 


le partij en 3e partij samen 21 KG. bevatten en daar de ver- 


houding dier partijen dan zou zijn als 4:10, zou de le uit _ te 
Xx4= 6 en de 3e uit L, x10=15KG. bestaan. Dever. _ 


21 
Ta 


houding der 3 partijen is dus als 6: 4: 5 9D als 12:8: 15. 


J.: AAvD, VA 
Tweede oplossing. 


Omdat de gemiddelde prijs per KG. f 1 is (de prijs van 


de tweede partij) de 1e partij 25 eent minder dan / 1, de 
3e partij 20 cent meer dan f 1 kost, verhouden zich àe le 


5 1 1 
en 3e partij als 55 CD 5 of als 4 en 5. 


Was de 3e partij tweemaal zoo groot, dan was de verhou= 


ding van de 1e en 3e partij als 4 en 2xX5 of als 2 en 5, 
en de prijs van Ll KG. dezer B partijen was dan gemiddeld 
2Xf0,75 +5 Xf1,20 fli 

2-5 ad 


Door menging van de tabak van £ is, met de 2e partij v van 


f 1 zou tabak van f 1,06 de KG. ontstaan. 


De hoeveelheden van f 1 en f zi verhielden zich dan in zt 


omgekeerde reden van f 1,06 — fl en f 1 — f1,06, d, i. in 


| 3 4 f zE 
omgekeerde reden van — en zn, dus in rechte reden van 


Bo" 350’ 
50 350 
1e 
f 1,20 van dit mengsel verhouden zich als 2 en 5, zoodat de 
essen van f 1, f 0,75 en f 41,20 in dit mengsel zich 

| 2 

verhouden als 4, ap? en zB? of als 4, 6 en 15 
Doch in dit mengsel is de laatste partij verdubbeld, zoodat de 


partijen van f0,75, f 1 en f 1,20 zich respectievelijk verhouden 
als 6, 4 en 7% of als 12, 8 en 15. v.D. War & VeaRBORGE, Es 


2 


| 15: Eb A 
of als 4:21. Bear de B partij uit 4 KG. dan zouden de — 


Bier of van 4 en 21. De hoeveelheden van f 0,75 en 








jen 1 66%, -dat 0 
Jet Ee BR ar zijne Eke de winst het À Ti van den RA al 


dd l 
in _ bedraagt. Daar hem echter 45° |, van den verkoopsprijs niet 


_ betaald wordt, en hij daarenboven f 35,55 onkosten heeft, 


| de _ is zijne zuivere winst slechts — van den inkoopsprijs. Be- 


11 
__reken den inkoopsprijs. G. A; J. 


_(Hoofdakte ex. Arnhem, 1891.) 
Oplossing. 


Naar zijn berekening is zijn winst z van den EDO Z00- 


É dat in- en verkoop tot elkander staan als 8:11, Hem wordt 
pe 45 Ol, van den verkoop niet betaald. Hij ontvangt dus maar 


it en, van wat hij meende te De en daar hij nog f 35,55 


onkosten heeft, wint hij maar n van den inkoop of Ee van 


___den vermeenden verkoop, die dus 
191 8 24 
ao Ai 


De gecgepris was dan en X Ù 1210 = f 880. M. Smons. 


if 1210 Ree 


215, A, B en C pe samen f 26400 op interest uitgezet, en 
wel A tegen 3, ol, B tegen 4 0/, en C tegen 4e of, ’s jaars. 


A ontvangt per jaar 15 maal zooveel rente als B, en f 153 


minder dan C. Hoeveel geld heeft ieder ingezet. G. A.J. 
(Hoofdakte ex. Arnhem, 1891.) 


Oplossing. 


Ke ontvangt f 153 rente van (153: 45) Xf 100 = f 3400. 
Ar C die f 3400 niet had ingelegd, dan hadden zij samen 
d E 23000 en A en C evenveel ingelegd. A en C ontvan- 


















B f 7000 en C f 7000 ingelegd. In *t geheel heeft dus Ce 









\ £ 


f 7000 + f 3400 == f 10400 ingezet. M. Zi É 


216. Gegeven: (a? +52): (2 Jd?) = 2ab: 2d, - 
Bewijs, dat de getallen a, 5, c en d een evenredigheid vormen. 
(Hoofdakte ex. Gfblanend 1891.) H. G. 


<4 Ô 
eN 


Oplossing. — 
(a2Hb2):(e? Hd?) == 2ab ed EN 
(a? J-2ab-b?): (a? —2abtb2) = (ec? H-2edH-d?): (er 2ed}d2) 
(atb)? : (ab)? (ef z(ed)}? 


Il 


(ad-b) : (ab) (ed-d): (ed) 
2a: 2b Dn As AO rn 
a:b == 


| c:d. 
Tweede oplossing. | 
(a2J-b?): (c* Hd?) =2ab:2ed 
Zed (a? JB?) = 2ab (c° Jd?) 
ed (a* Jb?) = ab (ec° Jd?) 
a2edJ-b2ed—abe*—abd?: = 0 
ad (ae—bd)—be (a2—bd) = 0 
| (ac—bd) (ad —be) = 0 
dus ac—bd == 0 en ad—be = 0 
ac = bd en ad —= be 
ash: ent sbert d 
Als de volgorde der getallen a, b, c en d niet in acht ge- 
nomen wordt, kan men uit de gegeven evenredigheid 2 andere 
afleiden. 


217. Hoe groot is de som der getallen kleiner dan 4000, die 
door 4, 5 en 6 deelbaar zijn, maar door 17 gedeeld, één 
tot Ben laten? H. G 
(Hoofdakte ex. Groningen, 1891.) 



















DE, RT Pes oplost” 


RE ES De Btailen. die deelbaar zijn door 4, 5 en 6 ‚ zijn veel- 
_youden van het K. GV. van 4, 5 en 6, d. i. ed We 
kE 
hk 


Re 
noeten nu de som bepalen van die Blanden welke. kleiner 


EE zijn dan 4000 en door 17 gedeeld 1 tot rest Jaten. Nu is 60 
n een veelvoud van 417 plus 9. Een veelvoud van 60 is dus 


N 


en 17-voud plus een 9-voud. Hen 60-voud voldoet dus aän 


_ 2 X 60 —= 120 het kleinste der gevraagde getallen zijn. De 
Ee ende worden gevonden door het K‚G. V. van 17 en 60 of 
__ 1020 met 120 te vermeerderen. De getallen zijn dus 120, 
Ree 1140, 2160 en 3180, wier som 6600 bedraagt, 


, ais. Bepaal 1/3 J- #5 in duizendsten nauwkeurig (de bewer- 
____kingen er bij plaatsen). H.G 
_(Hoofdakte ex. Groningen, 1891.) | 





Oplossing. 
3 = 1,73205 B5 —=1,70997 
40 rend 
200 87/8 4000 
189 AA 9259 3913 
4400 510 559 87000 
1029 5109 308 78444 
“7100 86700 8556 — 
6924 _ 45981 7926 
176 81760 630 
173 _459 616 
ER. 8762 OE 
45 
8801 


13 HB 5 =1,73205 + 1,70997 — 3,4420… 


e gestelde voorwaarde als het 9-voud bij deeling door17 één 
tot rest geeft. Wijl nu 2 maal 9 een 17-voud plus 1 is, zal 


% 


Verslag van een mondeling examen in Wiskande 8 
Lager Onderwijs, 1891. he | 


(Opmerking. Slechts de punten, waarover ’t ondenk ens 8 


EJ aangestipt, niet alle vragen zijn weergegeven). 


Planimetrie (°/, uur). 






Eene lijn » te construeeren, die zich verhoudt tot eeneliĳn 


p, als a? :b?, wanneer a, b en p gegeven lijnen zijn. 


Bereken de projecties van de opstaande zijden eens driehoeks _ 5 


op de basis, als de zijden gegeven zijn; druk de hoogtelijn, 
de bissectrix en de mediaan uit één hoekpunt getrokken, in de 
zijden uit, 


De middelpunten van 2 cirkels liggen met hun raakpunt in iq 


ééne rechte lijn. Bewijzen. 


Aanwijzen der bogen, die de hoeken, ontstaan door ICR di 


van koorden en snijlijnen , meten. 


Twee cirkels M en N raken elkaar in T; uit een punt A _ 


van cirkelomtrek M trekt men door T de lijn AD, die cirkel 
N in D snijdt; uit een punt C van cirkelomtrek N de lijn 
CTB, die cirkel M in B snijdt; trek AB en CD; bewijs AB // CD. 

Eigenschappen van den koordenvierhoek noemen en bewijzen; 
berekening der diagonalen. 


Frigonometrie (?], uur). 
Onderlinge af hankelijkheid der goniometrische functiën: eos a 


tg a, cot a, sec a, cosec a, in sin a uitdrukken. Formules voor 


sin (a +5), sin (a — 5), eos (a +5), cos (a —B) entg (a 4-5) 


bewijzen. 
sin a J-sinb en cosa — cos b in een product veranderen. 


erk 1 : é 
Bereken sin ze en cos za, als sin a gegeven is, 


Bereken hieruit te 5 a == COSeC A — cot 9. 


Waaraan is sin 00° a) eos (180° Ja), enz, gelijk ? 
Druk de koorde uit in eene goniometrische functie. 
Van A ABC is gegeven a, b en / A; bereken / B; en 


beredeneer in welk geval 2, 1 of geen driehoek zal voldoen, 


Bereken den straal des omgeschreven cirkels (z De 


d ) 4 
2sinA / 


















Blaare ú Bla ai 


A Te Mnl eiden een vorm met negatieve, gebroken , negatief- 
ze Deroken exponenten en wortelvormen ; candidaat moest met de 
enne ken exponenten’ werken. 

B v uit: 


slog (a? +52) en log (a + b) + log (a —b) 


____ Waarom kunnen wij, als a en b gegeven getallen zijn, zeer 
_____gemakkelijk de log van a? — b?, niet die van a? J- b? vinden? 


___Met behulp van welke logarithmen wel ? 
______ Verklaar inrichting en gebruik der GAussische logarithmen. 
____Welke getallen hebben in ’t Brraciaansche stelsel breuken 
BE (meetbare) tot logarithme ? Bewijs. 
____Van welke eigenschappen maakte U bij dit Sr (zie 
__ boven) EE, Bewijs die. 

3 Bewijs, dat a Xa —a ed als » en m onmeetbare ge: 


vk 


tallen zijn; naar aanleiding hiervan werd over onmeetbare ge- 
_ tallen en limieten gevraagd. 
Onbepaalde vergelijkingen van den len graad met 2 of meer 


he 


RENEE 


Ed rs 


5 E 

__onbekenden oplossen en bespreken. 

____Als re en y geheele positieve getallen moeten zijn, wanneer 
______voldoen dan aan ar 4: by —c geen enkele waarde ? 

ee Stereometrie (1Ì/, uur). 

8 ____Wat zijn kruisende lijnen ? 


{ Breng een plat door een gegeven punt en evenwijdig aan 
HS 2 kruisende lijnen. 
ER In een plat vlak eene lijn op te richten , die loodrecht staat 
__op dat vlak en 3 kruisende lijnen snijdt. 

Snijding van platte vlakken. 
Construeer den standhoek van een regelmatig 12-vlak (als 
inleiding moest ik dit lichaam beschrijven). 

Ik redeneerde aldus: de straal des ingeschreven bols en de 
_Straal des ingeschr. cirkels van een zijvlak zijn rechthoekszijden 
K van een rechthoekigen A , waarvan de hoek over den straal 
____des bols — halve standhoek. De examinator keurde deze wijze 


Re 
A Ì 
ATEN 


4 
. 









van construeeren af, en eischte er eene door projectie van de — 
hoekpunten, welke mij onbekend was. RDE 
Snijd eene 4-zijdige piramide zóó, dat de doorsnede een ne \ 
_parallelogram is. A 
Construeer de straal van een bol, als 3 punten,op’topper- 
vlak gelegen, gegeven zijn. Ae 
Inhoudsbepaling van boldriehoeken; ik deed dit zonder de 


v(31 —20rv3)=rva—vy 

Waarom moeten we stellen v/x —vy? Waarom niety/a? el 
Waarom niet v/a Jy — ve? Bewijs, dat (ve 4-vy d-1v2)? A 
geen tweeterm kan zijn. en 
Hoeveel termen geeft (1x + WI J-v2)?. 
Verdeeling der wortelvormen in gelijksoortige en ongelijk 


namen pool A , neven A , supplements A , zooals Schlömilch Ae 
dit doet, wat de examinator af keurde. - | Ce Sn 
» | | de TE 

De constructie voor den standhoek van een regelmatig twaalf- 
vlak, dien de examinator wenschte, is blijkbaar die, welke À 
de beschrijvende meetkunde aan de hand doet. Dezeconstructie 
is korter dan de constructie, die de examinandus gaf, maar _ ce 
onderstelt meerdere kennis van projecties dan men gewoon is 
in de Stereometrie aan te nemen. Rep. Ko Deen 
Di 

Verslag van een mondeling examen in Wiskunde _ ze ze 
Lager Onderwijs, 1891. 4 Re 

Algebra (L*/, uur). ie 

(5-23) =37 —201v 3 4 

E 








soortige. B 17025. Verkorte bewerking. e 
Een vierkantsvergel. in haar algem. gedaanter® J-azj-b=0. 
Welke zijn de wortels, als a of b—=0 is ? B 
Wanneer zijn de wortels gelijk ? | eo 

2 A 
Wanneer zijn de wortels imaginair? Als (5e) <br OER 

; a {ivb Waarom? Naar aanleiding hiervan bewijzen EA 
8 5 d {v/ab. Wanneer is de = vab. a + bisconstant? 


Wanneer ab het grootste ? ee 








DE _Mweeërlei Beloekni? van J- en —, 
£ 8 Wat beteekent (— a) X (+5). 
bewijs, dat a—(—b)=ad-b. 


Stereometrie. (1 uur). 

en 3 kruisende lijnen a, 5 en c. 
Een lijn trekken door a en il c. (Wanneer onmogelijk ?) 
____Hen lijn trekken door a, 5 en c. (Wanneer onmogelijk ?) 

Hoeveel lijnen kan men Haen a, b en c trekken. 
_ Een viervlakshoek to snijden, zóó dat de doorsnede een 
parallelogram is. 

De hoogte van een viervlak te eonstrueeren. 

Twee viervlakken met een gelijken drievlakshoek verhouden 
zich als de producten der ribben om dien hoek. Bewijs? 

Hoe ontstaat een rechte, hoe een schuine kegel? Wat is 
een raakvlak aan een bol? Wat een raakkegel? Hoe ontstaat 
„een raakkegel ? 
| Eigenschappen van een raakkegel. Die eigenschappen bewijzen. 


Meetkunde en Prigonometrie. (Ì|, uur.) 
Gegeven regelm. n-hoek, Construeer regelm. 2u-hoek. 

Bewijs. Oppervl. van een ingeschreven vierhoek. 

Hoe bewijst ge de eigenschappen der diagonalen? 

De zijde van den regelmatigen 5-hoek berekenen. 

Bewijs, dat de zijde van den regelm, ing. 10-hoek = 
SR (—1l+-1v/5). 

__De diagonalen van den regelmatigen 5-hoek. ARD 
- daarvan. 

Door het raakpunt P van twee elkaar Bite Eon 
cirkels M en N, worden twee koorden APD en BPC getrok- 
ken, welke den” eirkelomtrek M in A en Ben N in C en D ont- 

moeten. Daarna trekt men AB en CD, Bewijs nu, dat AB // CD is. 


sin(a +-b)=—= ? Bewijs? 
cos(a—5)= ? Bewijs? 
Cosa —cOsSb == ?Ì Bewijs? 


Van een A ABC is gegeven: a, b en A. Bereken de andere 
hoeken. Welke lijn is c sin A? 
Wanneer is één, twee of geen A mogelijk ? 








__ OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 261-280. — EN 
761. De som der termen van eene oneindige afdalende moete 
kundige reeks is 8 en de eerste term E Wat ien 


men voor quotient, als men 1185408 maal de be dezer 


gerekend.) 
(Ex. Hoofdakte, Limburg, 1874.) 
Oplossing. rl 
Als a de eerste (er r de reden eener meetk, reeks zijn, % (ek ie 
GAN Ar red, Lee A9 SEN 
dan is lim. S = Lp dus volgens opgaaf 15 EE zi 


1 Ln 1 1 
waaruit Ilf) = 75 be. 


De enkelv. factoren van 84 zijn: 22, 3, 7. Het aantal dee: De 
lers is (2-1) (1 +1 (1 4-1 =12; Het sn produetvan 
b (2+1) (1+1) (1+1) EN 

alle deelers is 7/84 == 8412 —=846; de vier-= 
kantswortel daaruit is 845, ne vs 


1185408 x 5 ord 
Wij hebben dus nog te berekenen : Re en dat 
is, voldoende vereenvoudigd —= 1. H, VERHAGEN, 


162. Gevraagd 35 — vie — p 135 tot op É ze Ain 
zoodat de Bn pee te Be is, 


Oplossing. 

Noemen wij de drie termen kortheidshalve a, 5 en c. Om 
nu van a 4 b—c eene te groote benaderde waarde te vinden, 
moet het aftrektal, d.i. a +-b, te groot, de aftrekker, d.i c,- k 
te klein zijn. In dat geval zal de fout der uitkomst gelijk 
zijn aan de som der fouten van aftrektal en aftrekker. Is dus 


het aftrektal minder dan 7 te groot en deaftrekker minderdan _ se 


, te klein, dan is de fout in het verschil kleiner dan de 





ge B HEE | en c tot op : (te klein). 





== Dn DE en tussch Ge den 
a Mier ON 1e P- 15 
EE O3: 28 14332 814 088 
ie. bz Köz Vs =V gr tusschen TP 7 
ZN 40 _ … 68262 18 _ 19 
Ke, B: p135 bel neten tusschen Zeng 
EN _De Ee vaarde voor a +6 —c is dus 
aen "38 18 ek 
B | thar es 
Bi | | Nn Ee 


Opmerking. Wij hadden ook a, b en c elk op 5 x 1D 


B kunnen benaderen ‚ en wel a en b te Vega c te klein. Wij 


hebben. H. VERHAGEN. 


hd Zij q hot quotient en 7 de rest der deeling van a door b, 
q, het quotient en /, de rest der deeling van a den 
r, q, het quotient en r, de rest der deeling van a 
door 7, , enz. Te bewijzen, dat men heeft: 

1 1 1 1 


mj nn en 


q 44,  411ds 91020: 
BEN, L. W. A. Graveraar, Lrb. d. Rek. I, S 289, no. 106.) 


Oplossing. 





b 
a 





z Ee DE de onderstelling volgt: 
5) „ a=bqg +r;, 

UT Hip 

DEN Hs, \ 


Cremer Lat PA 408 

















Deelt men de leden Een door ag, ag: ‚ ag, Testen b ongt. Ee 
men daarna den tweeden term van het tweede lia naar he | 
eerste lid over, dan komt er: ERR 5 5 

1. rr 


Dn stel Eee Ss 

ORTE | 
î pr PN Lent 

Ur Gras BQ dad Kon esa 

fond oet Melden 

U OD WW A MH a! 


ne men nu in de eerste gelijkheid — Eos Re 7 Ans 


©. 


tE 
dit din 





i np 
daarna — door e — d É 22, enz. , En vindt men: Ane 
a Ya Ya 8 Á k CA Lik 
b oase sel, 1 te AAS 
NE + KAN J- ee ete Mae Oi 


Lr ed Ld AT 
Zijn a en b geheele getallen, zooals in de opgaaf bedoaldn 


wordt, dan eindigt de bewerking stellig eenmaal ; want daar Mis. 
de bean NP, P{s 73 zee Steeds kleiner worden R geheele ge: UR 
tallen zijn, ntt er eindelijk een rest, die = 0 is. ot En 

Veronderstelt men daarentegen, dat a en b willekeurige 
rekenkundige getallen zijn en dat g, g,, q, ‚.…. de geheelen — 
van de quotienten a:b, a:r, a:r,,... blijven aanwijzen, 
dan behoeven de Ren VP", F1) 75 y--. niet meer geheel te 
zijn; hoewel ze ook in dit geval steeds kleiner worden, mag 
men dus nu niet meer besluiten, dat er eindelijk En rest: en 
komt, die = 0 is. Inderdaad kan het gebeuren, dat de be-_ o 
EE niet eindigt, als a en 5 willekeurige rekenkundige 
getallen zijn, zooals beneden nader zal blijken. 

Staakt men in zoodanig geval de bewerking bij de (nH- De 
deeling, dan heeft men : | | 
bal 1 1 Kn 1 1 r 


Ed mn Te 





EE à 
4 q QY1 99195 YY1lsee Yn  YY1%2e-Y, U 
Van den term : 





1 Vi, V 


en 


—_ 


99192 +-- On A AQ71Y2 Ip 
neemt de teller 7, af, als men de bewerking steeds voortzet, 
terwijl de noemer 107,92 «… Q, onbegrensd toeneemt, omdat 






Reh 
geerte 
„ Lijs " 
* 
me 
GENK 





® 


‚. EN B Ë 
er telkens 


een factor bijkomt, die minstens —= 2 is. Van de 
quotienten g, q,, q»,... kan namelijk een volgende niet 


_ kleiner zijn dan de voorgaande en als g — 1 is, dan is toch 
_ Q, minstens — 2. 


1 r À 

neemt dus onbegrensd af, als men 
7192 e-- In U 

de bewerking steeds voortzet. Door steeds meer termen te 


De term 


nemen in het tweede lid van de formule (1) zal men, als de 


bewerking niet eindigt, dus waarden krijgen, die weliswaar 


8 ge D . b 
nooit = B worden, maar die toch onbegrensd tot q naderen, 


Z 


. . b 
d.w.z. waarden, die op den duur minder van 7 Saan en 


blijven verschillen dan elk naar willekeur te kiezen stand- 
vastig getal, nul niet medegerekend. In dien zin zegt men 


‚dan, dat de formule (1) in dat geval blijft doorgaan. 


Nu doet zich de vraag voor: Onder welke voorwaarde ein- 
digt de bewerking? In het bijzonder als a en 5 geheele ge- 
tallen zijn, zooals boven reeds is aangetoond ; algemeener, als 
a en b veelvouden zijn van een zelfde willekeurig getal, 
m.a.w. als a en 5 onderling meetbaar zijn. 

Want als a =g.s en b=g.t is, waar s en t geheele ge- 
tallen voorstellen, dan vindt men dezelfde quotienten , onver- 
schillig of men de bewerking uitvoert met a en b of met s en 
{, maar de resten zijn in het eerste geval g-maal zoo groot 
is als in het tweede geval. En daar er in het tweede geval een rest 
komt, die — 0 is, zal dit dus ook in het eerste geval plaats hebben. 

De bewerking zal dus stellig eenmaal eindigen, als a en 5 
onderling meetbaar zijn. Omgekeerd zullen a en 5 onderling 
meetbaar zijn, als de bewerking eenmaal eindigt; want als 
het tweede lid van de formule (1) uit een bepaald aantal ter- 


___men bestaat, dan levert het bij herleiding een gewone breuk 


op, waaruit volgt, dat a en b dan veelvouden zijn van een 


| zelfde getal. 


Indirect kan men nu gemakkelijk bewijzen , dat de bewer« 
king nooit zal eindigen, als a en 5 onderling onmeetbaar zijn, 
en omgekeerd, dat a en 5 onderling onmeetbaar zullen zijn, 


als de bewerking nooit eindigt, 












Als z:y:2=y:e: u, dan is: 


EFO et +0 
een 2e-macht. Bewijs dit. 
(N. L. W.A. GRAVELAAR, Lrb. d. Rek. L $ 239, no. ut) 


Oplossing. 


Men heeft: 
eFu) (y He) — (F2) (y 4) 
mindset ne 
ZIE HU — UU — ZY 


= (2 — 9) (e— 4). | 
Nu is: PVS te, 
d. w. z. CEV Ve en 


Uit rv:y =4y:2 volgt: 
egg) == 
en uit y:2= 2: u: 
pele ug &£ 
Deze evenredigheden hebben de tweede reden gemeen ; Eire 
daarom is: (wr —y): y —2) =(y —2): (8 — U); SE 
dus: (7 — gy) (2 — U) =(y — 2). nT R 
De gegeven vorm is dus ook == G —z}?. ELEN 
765. Als een even getal de som is van twee 2e-machten, dan | fi 
is ook de helft van dat getal de som van twee 2e- mach TSA 
ten. Bewijs dit, Gi 
(N.L. W.A. GrAveLAAR, Lrb, d, Rek, I, $ 289, no. 142) Se 


Oplossing. 3 ES 


zijn de grondtallen dier 2e-machten hetzij beide even hetzij 
beide oneven. De halve som dier grondtallen is dus in elk a 


zn 

À 

S zin 

Als een even getal de som is van twee 2e-machten, dan Ĳ EE 
geval een geheel getal. En daar het eene grondtal evenveel 


kleiner als het andere grooter is dan die halve som, kan men ik RI 
de twee grondtallen —= a —b en ab stellen, waar a en b „An 
geheele getallen zijn. Fo 


Het gegeven getal is dus 


= (a — b)? 2 F(a +5)? =2a? j 2b2, 


dus de helft er van = 4? +-b?, d, i. de som van twee 2e-machten. 










ed B 0 : 900 = 92 +152, 
dus daar a=; (9 +15) =12 en b=12—9 =3 is: 









B 5 „306 == 168 == 122 J 32, 

oak 

En, _ 766. Als een getal en zijn 2e-macht op dezelfde m cijfers 
RE eindigen, dan eindigt elke macht van dat getal op die 


Per, m cijfers. Bewijs dit. 
(N.L. W. A. Graveraar, Lrb. d. Rek. I, S 289, no. 151.) 


BE | Oplossing. 

, ( 
En Als a? en a op dezelfde m cijfers eindigen, dan eindigt 
4? —a op m nullen, dus ook a (a? — a) = a® — a?, zoodat 
d a en a? op dezelde m cijfers eindigen, dus ook a? en a, enz, 
Ber 

Anders. Omdat a? —a=—=a(a—l) op m ile eindigt , 
____is zulks ook het geval met a laa (a —1), daar 
5 dit een veelvoud van a(a—1) is, En als a —a op m nul- 
ie len eindigt, dan eindigen a en a op dezelfde m cijfers. 
a 
___767., Drie harmonisch evenredige getallen te zoeken, waarvan 
B de som gelijk 26 en de som der quadraten gelijk 244 is, 
B J, C. Eeen. 
B 

Bj Oplossing. 
08 Stel de getallen 7, y en z, dan is —y:y —z=t:e, 
_____waardoor wij de volgende drie vergelijkingen verkrijgen : 
B edy d2=26,..(1) PE 
Ee Zoe = 9 (e +2) … (3) 

ns Verminder de tweede macht van (1) af (2) 
hi arty det day Joe J 92) = 676 

Ĳ my? Jzt == 244 
ete) az dy (we J- 2) =216 
__of volgens (3) 32 — 216 
He 5 vz= 12... (4) 
Rn ge Vriend der Wiskunde. VIL, u 







volgt uit (1) 
vde=26—y 

ES, ee | 

oe 22 Jz? —=616 —52y J- y? 








of ar Jz? =p. (2) RS; 
2ez= 432 — 52 Hy? 4 Phs 
rd eeen (#) VADAEN 
ETAT ee 2 
0288 —52 JY? 
of yr — 26y J- 144 =0 EEE 
waaruit js E58 Of SA Ö a EE 
Door (1) te verminderen met (5) komen de twee vergelijkingen: kn ie 
ez mt vz — 18: EN 
teen EEE 
ar 2e = 64 ar Jrz Jz? = 324 A8 
Axz zz 288 daz == HSE Âe 
(2— 22 = 244 (we — 2)? 362 
We WO ee 
v—_gzm=kdr—l14 rz kb A 
vJe=8 ed-e—= 18 ee 
oat 14 e= ZOE NG ge 
e= 4 z— 6 of 12, ik 
De reeks is dus 4— 2 —14, 18 en 42 lof 
hersen ) E: 
Tweede oplossing. Alk 5 # 
Eene gedurige harm. evenr. is het omgekeerde van eene (a 
gedurige rekenk. evenredigheid. Stel dus de getallen voordoor __ « 
; E EE dan is „oh 
1 1 1 1 2 

6 dend 
tn u (ay)? Tt Ep)? BE 


of na verdrijving der breuken bi 
Suy? — Wa (a? —y?).(1) 3rtdyt= 20 (2 —2)2, @_ Gis 
De tweede macht van (1) gedeeld door (2) geeft _ 
It —64?y? Ht 676 169 
Batdyt TT 61 Tear 








tn de) 61yt 5072 k Loopt 
xt — 36642? — 10891 —0 












NEE A EN 
196 ee a 4e 


rt ke 
ä 
/ DN k à 1 p 5 Es ri 
Kn Ee nk : 
_… . * rs 
5 ks een en ls & L, 


EPS neede 


_Leopr 
\ REL ì | | \ 
pr 2 zn 2 

7 Bt == y* of m9 | 


waaruit % —t 3.3), nbr) 










_ 





En 
7 


eme x 


me 


Ô A Door substitutie van (3) in (1) vindt men be 
EE Dy? —y* = 2x (89°) EE 
BK Tr Ä 8 g=l | 4 
ikt fi d 4 ’ ; 4 4 . 1 br, 

5 Se el =H _— PEER 

ee Jeg HEA d: 

hs PE 1 4 

LAY of 75 zl 

bl ï 1 en 

‘ MARrdoör de getallen zijn 6, 8, 12. 4 

Ei Door substitutie van (4) u 1): zj 
ie) bere 49 | ) } 
ENEN JA Pe ke Ke, } 

pr = (it — 9 A 

ïe | 63 4 

ï an 2 wens == 2 ie 

rh ( Md ) 8 

nk 4 

| A18 2 

eg En sf EV ME 4 
vl 18 — 4 Sida a 8E 7 

2 — 14 24 

RES. _ Hieruit volgt: rJ-y= Ee | ' 
Et did | 


zn y TED ee 2 —14 
E gr 4-2 Bek 14, of omgekeerd ; daardoor 





ket 
Re 
& er n de antwoorden evenals boven, _J. C. Eeen. 


ede sk 
Ke " 
Bets: Bn 


‘ « 
né ER ES 7 
ka denn e 


zestien of een deeler van zestien zijn ? 
(J. VersLuys, Dlbh. & Rep. br. no. 14.) 


Oplossing. 
Bp EN 
1020. 22,5.3.17 
teerende breuk met 2 niet repeteerende cijfers. Volgens het 
theorema van Fermat is 17 deelbaar op 1016 —1, di. op een 


getal bestaande uit zestien negens, 3 is ook op dat getal deel- 
baar, dus ook 3.17 òf 51 ook. Hieruit volgt, dat het aantal 


Deze breuk geeft eene gemengd repe- 


cijfers der periode van Ee en dus ook van hoog- 


1 
3.17 22.5.3.17 
stens 16 zal zijn. 

Zal het aantal cijfers der periode minder dan 16 zijn, dan 
moet 3.17 of 51 deelbaar zijn op een der factoren 1016 — 1 
Nu is 1016— 1 —=(108J-1(108—1)=(108H1)(104H1(104—T) 

— (108 4-1) (104 +1) (102 + 1) (10? —1) 
(108 +1) (104 + DD (102 +1) (10 +1) (10 — 1) 
3. 17 moet dus deelbaar zijn op 108 +1, 10% +1, 10? +1 òfop 
108— 1, 104—1, 102 — 1, 10 — 1, zoodat de periode dan 8, 4, 
2 of 1 cijfers zal bevatten. Het aantal cijfers der periode is 


768. Waarom zal het aantal cijfers der periode van en Ö den 


Je …… 


dus 16 of een deeler van 16. Daar 3.17 geen deeler is van — 
een der factoren van 1016— 1, bestaat de periode uit 16 cijfers. 


1 

TOE 0,009980 392156 862745. 

769. Op hoeveel manieren kan 4800 worden ontbonden in twee 
factoren? En op hoeveel manieren kan men 1680 ont- 


binden in twee factoren, die relatief priem zijn? 
(J. Versuuys, Dlbh. & Rep. br. no. 16 en 17.) 


Oplossing. 
a.) 4800=2°.3.5?. Het aantal deelers van 4800 is dus 
gelijk aan (6 +1) (1 +1) (2 +1) = 42, waarbij ook de eenheid 
en het getal zelf als deelers beschouwd worden, Men kan nu die 


deelers (factoren) zoodanig 2 aan 2 nemen, dat hun product 
4800 bedraagt. Dit kan geschieden op 42: 2 == 21 manieren, 










“ 


Sn 


É 


EO a 





Gen 3) 1680 = =21,3.5.7, Het aantal doelen van3.5.7=105 
Be bedraagt (ALHID(L 4-1) (1 +1) =8. Deze zijn relatief priem. 


Men kan ze 2 aan 2 zóó nemen, dat hun product = 105 is. 


Js Elke factor van 105 geeft met 16 X één der overige factoren 
_ van 105 tot product 1680 en is met 16 X één der andere fac- 


toren van 1680 relatief priem. Het gevraagde aantal manieren 


_ bedraagt dus 8. 


770, Een rekenkundige en een meetkundige reeks hebben den 
eersten term, den laatsten term en het aantal termen gelijk. 
Bewijs, dat de som der termen van de rekenkundige reeks 
grooter is dan die van de termen der meetkundige reeks. 


Oplossing. 


Zij de rekenkundige reeks: 
a, adv, ad 2... lzZza dn. 


en de meetkundige reeks: 


n=! 
LBR ONE viaterente l=ar 


De gevraagde stelling is bewezen, indien wij aantoonen , 
dat de som (a!) van twee termen, die even ver van de 
uiterste termen in de rekenkundige reeks zijn verwijderd, steeds 
grooter is dan de som van de twee overeenkomstige termen 
der meetkundige reeks, dus moet: 


aap vark Ee 
r 


Hed 
Is #1 Bd Le pee —1) 
r 








of A 4D > ar Kee AIS Dof > ar en dit is waar. 
Is r <1 zoo moet: 





—1 
a— ar De 


ad 


B (DPT) Dy 1(1 carter of or 255 


en ook dit is juist. 


Is het aantal termen der reeksen oneven, zoo dient alleen 
nog te worden aangewezen, dat de middelste term van de 
rekenkundige reeks grooter is dan de middelste term van de 





Eet | Dr Dr) ZN ok Creer hae Eet. le, A 

MEE IN EIA ON en TE Ô Î ef & NAAN 
5 8 2 b df 
» de k PTe s 






meetkundige reeks , dus 5 
eigenschap , want: 
(a—l)? >O, dus (a + U)? ) Aal of ee Sa 





Aanteekening. De stelling is alleen RR als a positief is. 


Hr. ve hAS 
471, Ontbind in factoren: a* — 2a3 J- 5a? — 84 +4 
en 33 + 1702 J 18x — 8, 
Oplossing. 


a) Men kan de factoren a—1, a—2, a—4, al, 
a-2,a-4 beproeven; de veelterm is deelbaar door a — 1, 
omdat zij nul wordt, als men a vervangt door + 1. Men heeft 

(a* — 243 + 5a? — 8a + 4): (a —1) zat —a? J-4a— 4. 

Dit quotient is nog deelbaar door a — 1 , men verkrijgt: 

(a? — a? 4 4a — 4): (al) =a? +4. 
Derh. a% — 243 4 5a? — 8a + 4 —= (a — 1)? (a? +4). 


Opmerkingen. 1) Het quotient a? — a? + 4a — 4 had men 


ook in factoren kunnen ontbinden 


a3—a? +4a—4=a? a-la Dae ea 


2) Als men ook imaginaire factoren wenscht, heeft men nog 
ar 4=(at2r—l)(a-2r-- 1). 


b) De eerste term van een der tweetermige factoren zal - 


noodzakelijk 3, terwijl de andere de eenheid tot coëfficient 
zullen hebben. De laatste zullen we eerst bepalen. Daarvoor 
is het voldoende de factoren #—t,#—2, r2—4, #—8en 
xl, rz+2, #J-4, z8 te beproeven. De veelterm is 


niet deelbaar door # +1, noch door z— 2, maar wel door — 


ĳJ- 2, dewijl zij nul wordt, als men # door — 2 vervangt. 
Men verkrijgt (323 + 172? + 18z — 8): (wv +2) = 3? + 1ia—4, 

Men ziet gemakkelijk, dat dit quotient deelbaar is door z + 4, 
bijgevolg zal men hebben 

33 J- 174? + 18x — 8 —= (we +2) ( J4) (Br — 1). 
Tweede oplossing. 

a) at — 243 + 5a? —8aJ4—= 
— (a* — 243 Ja?) + (4a° — Ba +4) 
— a? (a? — 2a J-1) +4 (a? — 2a +1) =(a — 1)? (a? 4) 





OA Be(et 4 Oe 48) — (ot + Gr 4-8) — (et 4e 48) Be 1) 
 =h(e?+ 2) f (4etB) (3 1) = le (22) + 4(oH2)| (Bed) 
OO =(et2(etBr— 1) 

Re < __ Opmerking. Voor het ontbinden in factoren kan men geen 
/ regel opgeven. Eene groote vaardigheid alleen doet de voor- 
B deeligste wijze van het bijeenplaatsen der vernlen vinden, O4 
BIE __ als het ware zien. 

Wat 


wi EN 1 72. Bereken de waarden van z en y uit: 


En: 2 Nn 

EE | Mers Gan 

Be (Lit. Math. ex. 1889). 

KS Oplossing. à 
RS: Ze | 
ne 2 3 Al 

BR as J- Ee =s15 en (5) (23 +y)=10 

En y der 

Ee 5 2 pl): ä ) 

Kh osday=ld en y (es + y el 0 

ve dl 1 

Ee 6E (23 JI y) 15 dus z? et y 

is iN 3 | 

ZN Men heeft malgute)= 10: of y? =d en:y == 2 

Ee Uit en s fik D RoT Herd 

778. Heorleid: P(28 — 1613). 


(Lit. Math. ex. 1881). 
Oplossing. 


DER Men heeft # (28—161/ 3) =1v v (28—161 3) 
Hed =yvv16—v 12) óf == (vv 12— 1 16) 

EE NU iser (rr 16 —r A2)=r (4-2 3) =tE(l 3) 
en vvt (23e lr) 
BE van deze 4 vierdemachtswortels is (— 1 +173) alleen 
____positief reëel. 








termen (laatste term — 7 en som — 16) respectievelijk 
de getallen 2, zv, y en 74 op. Als de aldus verkregen 
sommen een meetkundige reeks vormen, vraagt men de 
waarden van z en y te bepalen. 

(Lit, Math. ex. 1889). 


Oplossing. 

Zija,a 4 v, a + 2v,a+3v de rek. reeks, dan is 
Vzat3v=1 en S=3 n (a+!) = 2 (a +7)—=16, waaruit 
a=lenv=2. De rek. reeks is dus 1, 3, 5,2 

Zij a, ar, ar?, ar? de meetk. reeks, dan is a — 3, ar = 3 + «, 
ante S ky, ars = 81, dus rt 5 Aten en 

derhalve 3 +&==ar, waaruit # = 6, 
en 5 y=ar? =27, dusy = 22 


175. A en B gaan elkaar gelijktijdig uit P en Q tegemoet. 
A legt den eersten dag 21 KM. af en de volgende dagen 


telkens z KM. meer; B legt den eersten dag 36 K.M. 


af en de volgende dagen telkens e KM. minder. Na 


hoeveel dagen ontmoeten zij elkander, als ieder op den 


dag der ontmoeting evenveel KM. aflegt, en hoeveel 


KM. heeft ieder dan in het geheel afgelegd ? 
(Lit. Math. ex. 1888.) 


. 


Oplossing. 


Op den ontmoetingsdag leggen A en B ieder evenveel KM. 
af. Het verschil tusschen de aantallen KM. door A en B den 
eersten dag afgelegd bedraagt 36 KM. — 21 KM. —= 15 KM, 


Dat verschil is den 2en dag 5 KM, + 5 KMS ie KM, klei- 


ner geworden. Den Sen, 4en, Sen, enz. dag wordt dat ver- 
ö 9 9 
l EE . En . RA . . Ì . D 
schil 2 x » KM., 3 Xr; KM, 4x rg KM enz. kleiner. Daar 


ID SKMs 80 x à KM. is, zullen A en B op den 8len dag — 


16 





Miler evenveel KM. bee Na 81 dagen ontmoeten ze elkaar 
dus. Op den 81sten dag leggen ze ieder 


21 KM. +80 Xx SEM. = 36 KM. — 80 X zb KM. — 31 KM. af. 


A heeft bij de ontmoeting afgelegd: 
21 KM. + 21;KM. + 215 KM. Hens … + 15 KM. 


ee 5 (21 +31) KM, = 2106 KM, 
B heeft bij de ontmoeting afgelegd: 
36 KM. (en ) KM. + (36 ) En. A 


+ (36 — ze) KM. = 56 31) KM. = 2713,5 KM. 


VAN DER War EN VERRORGH. 


176, Gegeven twee punten en twee evenwijdige rechten. Door 
deze punten lijnen te trekken, die met de gegevene 
eene ruit vormen. (K, IL, 1891.) 


Oplossing. 

Gegeven de rech- 
ten XX en YY, 
alsmede de punten 
P en Q. De rechten, 
welke door de pun- 
ten moeten gaan, 
behooren 19, even- 
wijdig te zijn: als- 
dan ontstaat een pa- 
rallelogram; 2°. een 
afstand ab gelijk dien 
der gegeven rechten 
| te hebben : alsdan is 
de figuur een ruit. Beschrijven wij op PQ een halven cirkel, 
en plaatsen wij daarin koorden PR = QS == aó. 

Trekken wij nu QR, en uit P een rechte daaraan evenwijdig, 
dan ontstaat door de snijding van dit paar evenwijdige rechten 
met het gegeven paar evenwijdigen de ruit ABCD. Immers 





EET LOE BAREN TREE EAN PEEN 
Ge \ * 5, 7 ” NK EENDEN 







L.PRQ = 90°, want hij staat in een halven ot 

PR == ab is de afstand van AD en BC. RUE 
Op gelijke wijze laten wij zien, dat, zoo wij PS eekka A 

en daarmee evenwijdig eene Eeinte door Q,‚ de ruit ABCD’ 





ontstaat. Ze 
Voor de mogelijkheid wordt gevorderd, dat PR = ab Di PQ. ve 
H. VERHAGEN. EN 

777. Construeer de lijn e= {5—rv(üg0—-2r5)| 7 ee 
se ai a L b3 + C3 5 nd 

en de lijn # = Pra roe | 6 


als a, b en c gegeven lijnen zijn. 
Oplossing. 
L. r=vi5—rv(l0—2r5)t. 5 
Stel de lijn, die als eenheid is aangenomen, a, dan is 
vzavis—r(10-2r5) =| da? ad? (102 ets 
== |5a?—ar (1042 —2a? Vv) (daar 2 (Ba? —a?5)} 
Construeer een rechth, A met a en 2a tot rechthoekszijden | 
dan is de hypotenusa b—awv5, Sa? —b? en ke ö 
evita aib ae À 
Construeer nu eene meetkundig middelevenredige ctusschen —_ 
2B en (b— a), dan is1/2b(b — a) = cen wordt er = (vb? —ac). 
Construeer nu eene. meetkundig middelevenredige d tusschen - 
aen ce, d.i, d=âc, dan iser =/ (b° —d?). 
Construeer ten slotte een rechthoekigen A met 5 tot hypo- 
tenusa en d tot rechthoekszijde, dan is de andere rechthoeks- _ 


zijde = « de gevraagde lijn. el 
Tweede oplossing. 0 ì 

Omdat # == |öa? — av (10 — 2/5)| on 
=y |bat — a. za (10 — 205) En 

en za (10 — 215) de zijde is van den ingeschreven regel- | oi 
matigen vijfhoek, wanneer R==a, kan men eerst Ee 


a, =O 245) 








£ Rntroeren. a sr {ba — 2a. a, |. 








Construeer dan | 
een meetkundig middelevenredige e = Va. a, dan is 
e= i5a? —e? |. Construeer ten laatste een EEahBRDEkIEEn 





4 eds driehoek met a1 5 tot hypotenusa en e tot rechthoekszijde , 


dan is z de andere rechthoekszijde. 


is as J b3 = c be . 
RENE Tat er) als a, b en c gegeven lijnen zijn. 
Deel teller en noemer door a, dan kan men schrijven 
PE, 


43 b3 de? “tai 
Tv (at Jbt Het) V (e+ jen RE 5 
a Fa? 


. . b? 
Construeer nu eene vierde evenredige p = — en ook eene 
a 


a dprj ton 
FF) 
Construeer #2 —= a? Jp? en s?= r? HJ q?, dan wordt 
2 q° 
Anes, 
5 5 
p” ge 


Construeer f = pens dan wordt 


Mn 


a en ». 


c: 
{== dan wordt # = 
A Neen 


— de vierde evenredige tusschen s, 


778. Uit de hoekpunten van een regelmatigen zeshoek als mid- 
___delpunten met de zijde als straal beschrijft men binnen 
den zeshoek cirkelbogen van hoekpunt tot hoekpunt. 
Druk de oppervlakte van de rozet, die ontstaat, in de 

zijde d van den zeshoek uit. 
(N. L. W. A. GraveLaaAr, Vrgst. oef. Mtk. Rek. I, no. 285 ) 


Oplossing. 


Omdat de zijde en de straal van een regelmatigen zeshoek 
even groot zijn, gaan de zes cirkelbogen alle door het middel- 


_ punt van den zeshoek. Buitendien raken de cirkelbogen uit 









twee overstaande hoekpunten van den zestloup als ritddeldens ir Res 
ten beschreven elkander in het middelpunt van den zeshoek 
uitwendig, omdat de som van hun stralen gelijk is aan den 
afstand van hun middelpunten. De rozet bestaat dus uit zes 
bladen, die door de zes stralen van den zeshoek in twaalf 
cirkelsegmenten verdeeld worden, waarvan de bogen 60°tellen 
en de koorden == a zijn. 

Ieder van deze cirkelsegmenten is dus het verschil van een 


had 


cirkelsector, waarvan de boog 60° telt en de straal = a is, Arn B 
en een geliĳkzijdigen driehoek, waarvan de zijde — a is. De En 
oppervlakte van elk cirkelsegment is dus == ir DE 
Berat ger vi=e (2r 88); DE: SE 

dus de oppervlakte van de rozet = ee 
a? (27 —3v3). ARE 


179. Twee cirkels raken elkaar inwendig. In den buitensten 
cirkel is eene koorde getrokken, welke den binnensten 
raakt. Het raakpunt der twee cirkels is vereenigd met 
het raakpunt en de uiteinden der koorde. Bewijs, dat 
de eerste dezer drie lijnen gelijke hoeken maakt met de 
laatste twee. 


Oplossing. 


Twee cirkels, wier middelpunten B - 
en C zijn, raken elkaar inwendig in A; 
de binnenste cirkel wordt bovendien 
door eene willekeurige rechte FG in 
het punt H aangeraakt, terwijl de 
grootere cirkel in F en G gesneden 
wordt. Trek AF, AH, AG. We moe- 
ten nu aantoonen, dat de ingesloten 
hoeken FAH en GAH gelijk zijn. 

Verleng AH tot den omtrek in J, en trek uit beide middel- 
punten de lijnen BH en CJ, verbind ook B met C en verleng 
BC tot het raakpunt A, alsook aan den anderen kant tot de 
omtrekken in O en N. De hoeken JCN, HBO zijn aanelkaar —_ 
gelijk, omdat ieder van hen gelijk 2 / JAN is, zoo moeten 
BH en CJ aan elkander evenwijdig zijn, Daar echter BH van 


B ze 
wer ar eN 








ES Es. . 
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uit het middelpunt naar het raakpunt getrokken loodrecht 
staat op FG, zoo staat ook CJ loodrecht op FG, bijgevolg 
is de boog FJ gelijk aan den boog JG, dus is ook de hoek 
FAJ gelijk aan den hoek JAG, w. t‚ b. w. 

Tweede oplossing. 

Trek de gemeenschappelijke 
raaklijn AH en verleng DB tot 
H, dan is 

HAD ES ADH ED == 
(HA en HD zijn raaklijnen aan 


cirkel ‚N) ee ( bg AB) en 






/ HAB =/ ACB = ;bg AB 


EN dus 
HAD — / HAB = / ADH — / ACB 
BAD = / CAD. 
In „De Vriend der Wiskunde” I, 1886, no. 32 (Knarren, 
I, 415) treft de belangstellende lezer nog 2 oplossingen aan, 


780. Een driehoek te eonstrueeren als gegeven zijn: 
de tophoek-bissectrix, het verschil der basishoeken , 
en het verschil der stukken, waarin de basis door de 
hoogte op haar verdeeld wordt. 
Oplossing. 
Zij AABC de gevraagde 
driehoek, waarin CD de 
gegeven tophoekbissectrix, 
zij LA —Z B=/v, 
BE —AE =p en CE de 
MN loodlijn uit den top op AB. 
Men heeft nu in de rechth. 
AA BCE en ACE. 


se SL BCA + / DOE +/B 


— 900— À / BOA-—/ DCE 
Ek 


waaruit volgt / DCE = 5 (LA —4B)= 5 Lv. 


EAR ES be NE ln AT ed Ag Sv ST janb 4 


V, 
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Van A CDE zijn nu twee hoeken en de zijde CD bent En 


zoodat A CDE geconstrueerd kan worden. 


Neem BF — AE, dan is EF de gegeven lijn p, en dus be- Lo 


kend. Het midden G van AB is tevens het midden van EF. 
De lijn GH recht. op ’t midden van AB, bevat het middel- 


punt van den cirkel om A ABC en gaat door ’t midden van _ 
den boog van den cirkel, welke door AB onderspannen wordt. 


Het verlengde van de bissectrix CD gaat door datzelfde mid- 
den, het snijpunt H van GH en CD is dus het midden van 
den bedoelden boog. Het middelpunt van den omgeschreven 


cirkel des driehoeks ligt ook in de lijn MK, die de koorde _ 


CH rechth. middendoor deelt. Het snijpunt M van GH en 
MK is dus ’t middelpunt van den omgeschreven cirkel, welks 
straal — MC = MH. Met dien cirkel zijn nu ook de punten 
A en B te bepalen. Men heeft nu de volgende constructie. 





Construeer een rechth. A CDE, welks schuine zijde = CD _ 


de gegeven bissectrix en die een scherpen hoek heeft —= het 
halve verschil der basis-hoeken. Verleng het been ED door D 
en neem van E af een stuk gelijk p, ’t verschil der stukken, 
waarin de hoogte de basis verdeelt. Deel dit stuk EF in 
G | middendoor door GH en verleng GH en OD tot zij 


elkander in H ontmoeten. Deel CH door MK rechth. midden- 
door en verleng KM en GM tot zij elkaar in M ontmoeten. 


Beschrijf nu uit M als middelpunt met MC == MH als stralen - 


cirkelbogen, die AB in A en in B snijden. Vereenig C met 
A en met B, dan is A ABC de gevraagde driehoek. | 
A. VERMEER. 


Ingezonden natuurkundige vraagstukken, 


waarvan de oplossingen gevraagd worden, 


44, Hen lichaam van 7 KG, heeft eene snelheid van 4,9 M. en een 
ander lichaam van 4,9 KG, heeft eene snelheid van 7 M, 
Hoeveel arbeidsvermogen heeft het laatste meer dan het eerste? 
(Verg. Examen; Horn en pr Gast, Vrgst. over NAME 
S 35 no. 63.) W. 

Oplossing. 
Het arbeidsvermogen van beweging van een lichaam , dat 

m massa-eenheden bevat en v snelheids-eenheden Bean: is 


Ni 


pe 





5 hon: Bnhoder. Immers het lichaam is in staat om eene kracht 


‘ 


k, die in eene richting tegengesteld aan die der snelheid 


5 Grt, over een weg s te verplaatsen totdat de snelheid uit- 


geput is. Het kan dus een weerstandsarbeid van k X s arbeids- 


eenheden verrichten, dus het A. v. B. is ks eenheden. Nu is 


2 


f k=mXala = de vertraging der beweging) en s = 5 dak 


v? 1 
het A, v. B. = ks = ma X — == — mo? 
2a 2 


In vraagst. 44 is het gevraagde verschil dus: 
1 1 sle -459 1 
| 5 Mivi— TR Binn xx) = 
3 ‚675 KG.m (in statische eenheden, g = 9,8 stellende). 
B. W. M. 


45. Hen areometer met cilindrischen steel wijst in water 0, 
en in eene vloeistof van 0,8 specifiek gewicht 100. Tot 
welk punt van den gelijkmatig verdeelde schaal zal hij 
inzinken in eene vloeistof van 0,916 spec. gew. ? 

(Ex. hulpapotheker 1871, W.H. MES Nat. Vrgst. II, 
no. 247.) dp: 
Oplossing. 


De volumina der door den areometer verplaatste hoeveel- 


____heden water en vloeistof (S. G. = 0,8) verhouden zich als 0,8 : 1 


==4:5. De areometer zinkt in de vloeistof 100 deelen der 


B gelijkmatig verdeelde schaal meer in, derhalve is het volume 


water door den areometer, op water drijvende, verplaatst 
gelijk aan 400 dier deeltjes. De inzinking in de tweede 


vloeistof is dus En — 436,7 deeltjes. De areometer zinkt in 


0,916 
die vloeistof Ge in tot een punt, gelegen tusschen deelstreep 


36 en 37, het > ee 5 gedeelte eener verdeeling boven 86. 


(Vgl. Dr EL en Leerboek der Natuurkunde, dl. 1, 


__blz. 60.) B. W. M. 


Kw 
ef has 


46. De hefboom eener veiligheidsklep is 36 cM. lang en weegt 
__& KG. Zijn zwaartepunt ligt 16 cM‚ van het steunpunt, 


terwijl het punt, waar hij op de klep arukt, 4 oM. van 





het steunpunt ligt, Zoo aan het uiteinde van den hef. end 
boom een gewicht van 10 KG. hangt, welke druk van zoe ze 


den stoom opent dan de klep ? 


(Examen hulpacte, Horn en pm Gast, Vrgst. over Natk, 


$ 35, no. 35.) 5 EN 


Oplossing, | 
De klep zal op het punt zijn van geopend te worden, indien 


de hef boom nog juist in evenwicht is, d. w.z. als desom van 


de momenten der krachten, die op den hefboom werken met 


betrekking tot het steunpunt nul is. Op de hefboom werken 


drie krachten: 10. het gewicht = 2 KG. (arm —= 0,16 M); 20, 
de belasting —= 10 KG. (arm =— 0,36 M.) en 3°. de opwaartsche 
drukking van den stoom =z KG. (arm = 0,04 M.) ” 
Voor het evenwicht is noodig (de lezer teekene een figuur !) : 
+ 2X 0,16 + 10 X 0,36 — # X 0,04 = 0 
of 0,04r == 3,92, dus # == 98 KG. 


Een druk grooter dan 98 KG. opent de klep. 
W. M. 


Verslag van een mondeling examen in Wiskunde 
Lager Onderwijs, 1891. 


Algebra (1 uur). 
Gegeven: 2 complexe getallen als wortels van eene vier- 


kantsvergelijking. De vierkantsvergeliĳking op te schrijven. 


’t Ontbinden van eene vierkantsvergelijking in 2 factoren, met 


je 


en zonder behnlp van vierkantsvergelijkingen. De voorwaar- — 


den, waaronder ’t mogelijk is, om reöele getallen te krijgen. 
Eigenschappen logarithmen op te noemen en te bewijzen. Be- 
handeling van producten van machten met onmeetbare expo- 
nenten en wat ten opzichte der limieten op onmeetbare getallen 


betrekking heeft. Op te lossen : g° 1087 1000000. fa tegen 
p°|, op sam. interest. Aan 't eind van ieder jaar f b er af. 
Wanneer zal ’t kapitaal op zijn? Wat zijn en wat doet ge 
met Gaussische logarithmen en hoe doet ge dat? Dit is het 
voornaamste; alles werd haarfijn uitgeplozen, vooral die 
limieten-historie. 





_ Eigenschappen van eene lijn 
derling rechthoekige vlakken. Drievlakshoeken met hunne 


Stereometrie (Ì uur). 
een plat vlak en van on- 


eigenschappen. Van de veelvlakk. lichamen de bepaling en 


de eigenschap Z JH=—=R—J- 2. Hieruit afleiden: waarom een 


lichaam niet door zeshoeken alleen kan worden begrensd ; 


wanneer de formule niet doorgaat; het bewijs der formule 


8H AR. Rond oppervlak en inhoud van bolsegment, bol- 


sector en bolschijf, uitgedrukt in hunne natuurlijke groot- 

heden, nl. straal bol en hoogte. Gegeven: een bol, ge- 

vraagd: hem mathematisch doormidden te zagen. — Aan do 

is veel gevraagd over kruisende lijnen en schuinen kegel. 
Planimetrie (*/, uur). 

A econstrueeren uit bissectr. tophoek, mediaan en hoogte- 
lijn op de basis. 

A eonstrueeren uit de 3 loodlijnen. 

Door 4 punten in eene rechte, lijnen te trekken, die eem 
vierkant insluiten. Raakproblemen van AprorLoNius voor 3 
cirkels, 2 cirkels en 1 punt, 2 punten en 1 cirkel. In straal 
omgeschreven en straal ingeschreven cirkel den afstand der 
middelpunten dier cirkels uit te drukken, Evenzoo met om- 
en aangeschreven cirkels. In een A den tophoek middendoor 
deelen en zijn supplement. Op ’t stuk, dat deze lijnen van 
de basis afsnijden, een halven cirkel. Waarvan is deze de 
meetkundige plaats en waarom ? 

Gonio- en Trigonometrie (Ll, uur). 

tg 3a uitdrukken in tg a. 

Oplossen: sin® # J- cos° z == g. 

Bewijzen voor sin (a +-b) = eto. 

Vraagstuk van Syerurus. 

A +B HC ==180°, BA HigBHig0 =tg Atg Big. 

A |—______—| B (bosch). AB aan deze zijde van het bosch 
te verlengen. 

Cyelometrische formules. 

Voor zoover ik ’t me nog herinneren kan, is dit t voor- 
naamste, dat ik gehad heb. 
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EPEN NEI 






OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" October 1892 franco 
bij den Redacteur A. J. van Breen te Arnhem Ô 
worden ingewacht. 





Le a en £ 55 And id 
Re a en ele ENA 
; ë î et ì 


h%, 
A 4 


801. In een cirkelsector, waarvan de stralen loodrecht op 2 de à 
elkander staan, is een cirkel beschreven. Bepaal de 


zi 


verhouding tusschen de oppervlakten van dezen cirkel en ee 

van den sector. hk 

(Lit. Math. ex. 16 Mei 1892.) BES, 

802. Construeer een rechthoekigen driehoek, waarvan ge- id 
geven zijn: een scherpe hoek en de som der stralenvan He, 

den in- en omgeschreven cirkel. Ad 

(Lit. Math. ex. 16 Mei 1892.) A 

21 2 14 14.2 vi 

803. Herleid en en bereken de waarde lj 
at be Lab! 2d | a 

van den [herleiden] vorm voor a=2—1v8, b=2, 4 

Ge 152 en d= vb. 0 


(Lit. Math. ex. 16 Mei 1892.) TA 
804. Uit A gaat een ruiter naar B, tegelijkertijd vertrekt 
uit B een voetganger naar À. Zi ontmoeten elkander 


ls uur na hun vertrek. In B aangekomen, rust de Lien 


1 
ei wk ras mr 
ek DEN NE PR 


ruiter 24 minuten, keert vervolgens terug en komt juist 
tegelijk met den voetganger in A aan. Als de afstand — 
van A en B 22 KM. is, wat leggen de voetganger en 
de ruiter dan elk per uur af? En 
(Lit. Math. ex. 16 Mei 1892.) 

805. Onderzoek, of de reeks, wier eerste drie termen zijn: 


Bl 
Omen En 


kundige is. wat is de som van de eerste » termen van 
die reeks ? 
(Lit. Math. ex. 16 Mei 1892.) 

806. Men heeft van de leden eener vergelijking de logaritme 
genomen en verkreeg toen : 


Bad à 
he 













‚… eene meetkundige of eene reken- 






| Bt B # En 25 Jog [2e 3] —log [er — U =2[L + log 0 el 
Welke was die vergelijking en welke waarde heeft x ? 
Le (Lit. Math. ex. 16 Mei 1892.) 

___807. Bewijs, dat voor alle waarden der letters 


v Vee)? Hy)? Aret Hg) rent +”) is. 


(P.J. Bos, Lrb. d. Alg. II, 2e druk, bl. 122, no. 37.) 
____808. Hen cirkel te construeeren, die door twee gegeven punten 
ke gaat en een gegeven cirkel volgens eene gemeenschap- 
z8 pelijke koorde snijdt, waarvan de lengte gegeven is, 

5 (K‚ L 1891.) 


809. Bewijs, dat ad —a door p deelbaar is, indien p een 
priemgetal is. (K.I. 1891.) 
810. In het „Nieuw leerboek der vlakke meetkunde” van J. Ver- 
sLUYS komt het volgende vraagstuk voor ($ nos ns 
„Bewijs, dat de hoeken van den driehoek, die de voet-_ 
punten der hoogtelijnen van een driehoek tot hoekpunten 


Ei heeft, worden middendoor gedeeld door die hoogtelijnen” 
Ee Los dit vraagstuk op en zeg, wat ge er bij hebt op te 
ì merken. S. pE Gasr Jz. 


E 811. Rechts van een geheel getal schrijft men het daarop 
volgende geheele getal, waardoor een getal van zes 
cijfers ontstaat, dat een volkomen vierkant is. Bepaal 
het eerste getal, S. DE Gasr JZ, 
(Journal de math. élém.) 

812. Van een getal van 5 cijfers is het middelste cijfer 6. 
Het getal verandert niet, als men de cijfers in omge- î 
keerde volgorde neemt. Bij deeling door 13 geeft het 
8 tot rest. Welke getallen kunnen dat zijn ? 

(W. H. Wisserink, 4e verz. v. Rek. Vrgst. S 18, 2.) 

813. Welke zijn de enkelvoudige deelers van 26973? Hoe- 
veel enkelvoudige deelers zijn er in? Hoeveel samen: 
gestelde? Wat is de som van alle deelers? 

(J. VersLuys, Deelbh. en Rep. br. no. 21.) 

_____814. Herleid tot de eenvoudigste gedaante: 


la} B (24? vari Ge a! A) 


(Adelborst, 1892.) 





ERP EN SAL 
é F. 


815. 


816. 


817. 


818. 


819. 


820, 


NOPE it AN BENE od à Rd f ie 
we LEN Alpe 





Le CORET 
Verdrijf de wortels uit den noemer van den vorm — 


3 
b5—p4 
(Adelborst, 1892.) 
x te bepalen uit: 


en ontwikkel daarna den teller. | 


Bk On 9 


2 


| J- 112 =0. 
(Kon. Mil. Acad. , Re 


Een getal p wordt in 2 deelen verdeeld, welke zich ver-_ 
houden als 3 : 2. Het kleinste deel zondert men af‚ 


terwijl men het grootste weder in twee deelen verdeelt , 
welke zich als 3 : 2 verhouden. Het kleinste deel dezer 


tweede verdeeling wordt weer afgezonderd, terwijl men 


het grootste weer in dezelfde reden als boven verdeelt. 
Zoo men aldus # verdeelingen heeft verricht, vraagt 
men de som te bepalen van de telkens afgezonderde 
kleinste deelen. Tot welke waarde nadert die som, als 
n steeds grooter genomen wordt ? 

(Kon. Mil. Acad. , 1892.) 


Als gegeven zijn tee punten P en R binnen een hoek, 


vraagt men op de beenen van dien hoek twee punten 
A en B zoodanig te bepalen, dat de lengte der gebro- 
ken lijn PABR zoo klein mogelijk zij. 

(J. VersLuvs, Meth, Opl. Mtk. Vrgst. $ 40, no. 2.) 
Als de biskel op de rechthoekszijde AB van een recht- 


hoekig trapezium ABCD als middellijn beschreven, het ’ 


schuine been CD in EB raakt, dan wordt de loodlijn uit 
E op AB neergelaten door ieder van de diagonalen AC 
en BD middendoor gedeeld. 

(N. L. W. A. GrAvELAAR, Lrb, d. Plan, no. 224.) 

Als men om en in een cirkel regelmatige n-hoeken be- 
schrijft, dan is het verschil van de inhouden dezer veel- 
hoeken gelijk aan een regelmatigen n-hoek, die de halve 
zijde van den eersten veelhoek tot straal of de halve 
zijde van den tweeden veelhoek tot apothema heeft, 

(C. KrarrerR, Kz., Lrb, d, Mtk‚ IT, no, 523.) 





… 250. 


6, 


247, 


249, 


251 


253. 





INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd BEP 
Ontbind de volgende vergelijkingen in hare Sevan 
factoren : 
at +243 — 252? — 2e J- 120 —=0, 
ot — 243 J- 2061 — 732 J- 864 =0, 
ot — 1023 J- 420? — 927 H- 80 = 0. 
De drie gemeenschappelijke koorden van drie cirkels, die 
elkaar twee aan twee snijden, zijn evenwijdig, of gaan 
door één punt. E. C. K. 


(C. Krarper, Kz., Lrb. d. Mtk. IT, no. 426.) 
„ Bepaal tien op elkander volgende getallen, die alle deel- 


baar zijn. Bs 
Als een vlak figuur bij gelijke grootte kleiner omtrek 
heeft dan eenig ander figuur, zal elk figuur, dat gelijk- 
vormig is met het eerste, bij gelijken omtrek grooter zijn 
dan eenig ander vlak figuur. Bewijs dit. 

S. J. vaN Dm Vrier. 
(J. VersLuys, Hndb. d, Mtk. IV, 2de dr, S 19, no. 5.) 
Onder alle driehoeken, die den tophoek en het verschil 
tusschen de grondlijn en de som der opstaande zijden 
gelijk hebben, heeft de gelijkbeenige het grootste opper- 
vlak en de kleinste grondlijn. S. J. vaN DE Vrrer. 
(J. VersLurs, Hndb. d. Mtk. IV, 2de dr., S 19, no. 7.) 
Onder alle vierhoeken , waarvan een hoek gegeven is met 
de niet aanliggende zijden, is die het grootst, waarin het 
hoekpunt van den gegeven hoek op gelijke afstanden ver- 
wijderd is van de andere hoekpunten. 

S. J. VAN DE Vrrer. 
(J. VersLoys, Hndb. d. Mtk. IV, 2e dr, 8 19, no. 9.) 


‚ Bewijs, dat die eigenschap ook doorgaat voor een veelhoek 


met een willekeurig aantal zijden. S.J. van pe Vurer. 
(J. VersLuys, Hndb. d. Mtk. IV, 2de dr., 8 19, no. 10.) 
Onder alle driehoeken , waarvan twee zijden gegeven zijn, 
is die het grootst, waarin alle hoekpunten op gelijke 
afstanden liggen van het midden der derde zijde. 

S, J. vAN DE Vut. 
(3. VersLuys, Hndb. d, Mtk. IV, 2de dr, S 19, no. 11.) 









254, Bewijs, dE deze eigenschap daorkat voor “een. Sachen ek 
in het algemeen. _ S, J. vaN DE Vurm, — 
(J. Versuurs, Hndb, d. Mék. IV, 2de dr., 819, no.12) 
255. Door 3 gegeven punten 3 rechte lijnen te trekken, die — 
den grootst heen geliĳkzijdigen driehoek vormen. _ 
S. J. vaN DE Vurer. 
(J. VersLuys, Hindb. d. Mtk. IV, 2de dr. 8 19, no. 2d.) ht 
256. Beschrijf om een gegeven driehoek den grootst moge: 
lijken driehoek, die gelijkvormig is met een gegeven drie- — 
hoek. S. J. VAN DE VLIET. _ 
(J. VersLuys, Hndb. d. Mtk. IV, 2de dr. 8 19, no. On 
254. Oplossen: #3 Jy? = (a Jb) (& — 4) 
vrat zaad. B. D. 0. 
(G. Sirs, Algebraïsche vraagst. 3de st. $ 28, no. 99.) 
258, Oplossen : Vv En Je en Ne 
uy — (wy) = 54. B. Daos 
(G. Surrs, Algebraïsche vraagst.…, 3de st. S28, no. 97.) 
259. Oplossen: (2? —y tl) (4? —rJ-1)=16 
edy=ö B. pn. O0. 
(G. Surrs, Algebraïsche vraagst., 3de st. S28, no, 99.) RE 

259. Gegeven eene lijn AB (in ligging en grootte)eneen punt C. 
Men vraagt door C eene lijn te trekken, zoodat de projectie 
van AB op die lijn eene gegeven lengte hebbe. _B.p O0. 
(G. Surrs, Meetk. vraagst., no. 740.) en 

260. Door een snijpunt van twee elkaar snijdende cirkels eene 
lijn te trekken, waarvan door de twee cirkels een stuk 

„van gegeven lengte wordt afgesneden. B. po. 0. 
(Terug te brengen tot het voorgaande werkstuk.) 
(G. Sxrrs, Meetk. vraagst., no. 741.) 

261. Een stuk land, groot 43,5 HA, brengt aan Es op 
f 1000 ’s jaars. Aan rod en polderlasten moet 
de eigenaar f 24 ’s jaars per HA. betalen, Hoeveel 
kan iemand bij publieken verkoop voor dat land besteden, 
als hij minstens 3°/, van zijn geld wil trekken en men 
bij den koop 8 °/, onkosten moet betalen ? (Men kan ee 
slechts met 100 tallen van guldens afmijnen.) ae 
(Hoofdakte ex. Den Haag, 1892.) B. Pr, AvENARIUS. 


En 
Aj. 


ER 

Ges ef 

a , Ei pp 
A el 
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262. Van een regelm. 4 zijde pyr. is de verhouding van een 





_< 263. 


264. 


265. 


266. 


26%. 


ribbe van het grondvl. tot de hoogte als 5:24 en de 


inhoud 190 M2, Bereken in dM. nauwkeurig de hoogte. 


(Hoofdakte ex. Den Haag, 1892.) B. Pm. AvENARIUS. 


Een reservoir, waaruit regelmatig eene hoeveelheid water 


stroomt, kan, als het half vol is, door eene machine 
in 8 dagen geheel gevuld worden. Twee van zulke 
machines doen dat werk in 3 dagen. Welk deel van den 
geheelen inhoud van het reservoir stroomt er per dag uit? 
(Hoofdakte ex. Den Haag, 1892.) B. Pr. AvENARIUS, 
In zekere gemeente wordt f 130000 aan inkomsten- 
belasting geheven. De belastingschuldigen zijn daar ver- 


deeld in 10 klassen, Iemand, tot de eerste klasse be- 


hoorende, betaalt van zijn inkomen dn van het ©, dat 


iemand der 10de klasse betalen moet. In de 2e klasse 
betaalt men 5 van dat °/,, en de derde Ee enz. Het 
totaal der inkomsten in de Aste klasse is f 175000 en toe- 
vallig in elk volgende f75000 meer dan de voorgaande. 
Hoeveel °/,, tot in tiende deelen nauwkeurig berekend , 
moet iemand, die tot de 10de klasse behoort, betalen ? 
(Toepassing van de leer der reeksen wordt niet verlangd.) 
(Hoofdakte ex. Den Haag, 1892.) B. Pa. AvENARIUS. 
Een rentenier zet 2 kapitalen uit, en krijgt van een der 
kapitalen 5 
het einde des jaars is de verhouding der interesten &slds 
Werden de kapitalen verwisseld, dan zou de verhouding 
der interesten zijn 21:16, terwijl de totale rente f 70 
minder zou bedragen. Hoe groot waren de kapitalen ? 
(Hoofdacte ex. Den Haag, 1892) H. Pa, AvrNARIUS 


0 ’s jaars meer dan van het andere. Bij 
0 - 


Het gebroken RE, te ontleden in de algebraïsche som van 


120 
gebrokens, die 3, 5 en 8 tot noemer hebben. (K.I. 1891.) 
Bewijs dat, als het aantal deelers van een getal oneven is, 
dit getal een kwadraat is en omgekeerd. (K. I. 1891.) 
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| 219. Verbeterde redactie van no. 190 (bl. 68). 
Oplossen: Vai tá — vate = 2 B 
(Marrus , Math. Aufg. no. 770.) KE 

| Oplossing. fi 
Variatie ri 1 
Stel Vo? Plet dpen Vat tlleFi=g, dan de 


p—-q= S5 TP nn TN 


3 (2 —1)(p—g) = Ee 254%), waaruit 








1) 2 —1=0, derhalve » == 


Dol 


| ne 
en p= | 
Eg SE 

£ Ee Of Wp)? —0°)=0 
fp—gilspdgi=0 
dus p—g=0 en 15 Pd =0 of 15 =p Jg. 
Men heeft nu | ij 
a) Wat HMA at Me 7 =p—g=0, waaruit od 

Vo? liez at led 7 
2 Lligd4z= «° EE 

6x en Nt e= 
)) Let let4j Kelle FTS n 
2? J- 28e 11 HAU rt} 2803 19802 H1632H-28 — Zas 
Vet J 2803 H- 19802 + 1632 J 28 — 107 de 
972162? J 3159e —11421=0 
8x? + 1177 — 423 =0 

117 _ 165 


5 
Aar Hed Sneak zes 


duse, == 17, welko alle en 


rop g= 


bene 







Tweede oplossing. 
VA Wapi iet 
OO OBE Fitt 7 





254? J 42e J 100 — 204? Je H116 
Reach © +10 (2 DV 22 11e d-7 

dt 154 — 16 = 10 (21) ot Flier 7 

ERO 22 — UJ 38 =(5—10e) Wat F1 d-7 


4o* — 30823 J- 60812? — 5852 J 1444 —= 
— 100e% + 100023 — 3754? — 425 H- 175 
De xt J 130823 — 64562? H 5427 — 1269 =O 
EE 321 J 43603 — 2152? J- 18092 — 423 —=0 
(2x —1) (2 — 1) (w —3) (8 H- 141) =O 
OS 2e l=0, WA —-1=0,2—3=0, 8141 =0 
ps NS 1 1 | 5 


PD » %5 Sgt Ng 


welke alle voldoen. 


220, Iemand verkoopt 25 Juni 10000 florijnen Oostenrijksche 


staatsschuld 5 °/, à 19, coupons 1 Mei, 1 Nov. en koopt 


3000 dollar Central Pacific 6 °/, à 1055 coupons 1 Jan. en 
1 Juli. Maak het saldo op, dat kan ontvangen of moet 


betaald worden. Provisie 5 los (De florijn wordt bij in- 


Hi 5 en verkoop van effecten berekend op f 1,20, de dollar 
op f 2,50). H 
(Hoofdakte ex, Groningen, 1891.) 

| Oplossing. 
Verkocht: fl. ofw 10000 —= f 12000 à 719 ef: 9525 
1 md. 24 d. ronte = zo X120Xf 5. KN £ 90 
| verkoop «.... f 9615 
af provisie d Bf zee freed 


, 8 Ee eg 
Moet dus ontvangen ..........f 9600 
























5 md, 24 d, rente = Tan RRA C AE 2175 4 k 
bij provisie le A 9815 
Moet dus betalen ...... «+»... f 8120 GNS 


Te ontvangen saldo f 9600 — f 8120,625 = £ 1479, 315. 
‚J. B. BAKKER; C. K. 

Aant. Bij in- en verkoop wordt geen belasting, welke op 
coupons geheven wordt, in rekening gebracht. ERS 


221. Iemand verkoopt van een partij koopwaren > à f 1,60 en 


de rest à f1,35 per KG., waardoor hij in het geheel f 120 
wint. Als de winst op Ben eersten verkoop, staat tot het _ 
verlies op den tweeden als 3:1, hoe groot was dan de m4 
partij ? ES 
(Hoofdakte ex, Groningen, 1891.) re 


Oplossing. 


Daar de partijen zich verhouden als 3 : 4 en de winst op de eersten An 
zieh verhoudt tot het verlies op de tweede als 3:1, staat « ë, î 
winst op 1 Ke der eerste partij tot het verlies op 1 KG. der tweede ï 4 Ke 
partij als 5: Se =4:1. f 1,60 is dus inkoop met nog 4 aen Tj 
het En op 1 KG. der tweede partij en f1, 35 is de oan 
verminderd met dat verlies, derhalve f 1,60 — f 1,35 = f 0, at 
== 5 maal het verlies op 1 KG. der vene aen hon is JA 
de inkoop f 1,35 +f 0,05 —= f 1,40. De winst op 7 KG. is dus: an 

3 Xf1,60 +4 Xf1,35 —7 X f 1,40 = f 0,40. ek 

De geheele winst bedraagt f 120. De partij is dus: 


Dx0 De, 7KG.=2100KG. J.B. Baxxen. 


Tweede oplossing. 


De ER winst bedraagt f 120. De winst op den sE ke 
verkoop staat tot het verlies op den tweeden als Bod Op 








ie loren. Ten verschil van f 0,25 per ke. geeft dus een ver- 
_schil van f 525 in BER waaruit blĳkt, dat de partij 
_ (f525:/0,25) x 1 KG. —= 2100 KG. woog. M. Simons. 


222, Twee personen drijven handel, A mot f 600 meer dan B. 


Daar A 10 en B 20 pCt. wint, bezitten ze na den handel 


evenveel. Hoeveel gulden wint ieder ? L. A. 
(Hoofdakte ex. Assen, 1891.) 
Oplossing. 
A wint 100/, of 5 van zijn kapitaal en B 20°/, of : 


van zijn geld. Na den handel bezitten A en B dus rospectie- 


__velĳĳk 1 en i maal zooveel geld als voor den handel, En 


5 
daar ze na den handel evenveel bezitten, verhoudt zich A’s 


$ geld en B's geld voor den handel als Sn en Eef als 12 en 11, 


1 1 
EEE 


Het verschil dezer verhoudingsgetallen is 1, het verschil der 


ke __geldsommen van A en B voor den handel is 600 Xx f 1. A 


begon dus met 600 Xf 12=f7200 en B met 600 x f 11 = 
f 6600 te handelen. A wint dus zo X f1200 = f720 en B 


1 
5 B 130 Van DER War EN VERBORGH. 


223. Als A uit X naar Y vertrekt, gaat B uit Y naar X. 


Ze ontmoeten elkander na 6 uur. Was A 2 uur vroeger 


dan B op reis gegaan, dan hadden ze elkander 1 uur 


na A's vertrek ontmoet. Als de weg 60 KM. lang is, 

vraagt men, in hoeveel uur ieder den weg kan afleggen ? *) 

(Hoofdakte ex. Assen, 1891.) Fi A 
*) Dit gegeven is overbodig. 



















kein het eerste geval leggen RS en B den weg ‘samen i 


1 | 
uur af, d.i, g van den weg per uur. In het tweede ger 


heeft A 25 uur alleen en met B samen 5 uur geloopen. — 


die 5 uur legden zij samen 2 van den weg af, zoodat A? 


uur liep over 5 van den weg. A kan dus den weg in 6 x2 


6 j 


A 


_uur of 15 uur afleggen. B loopt dus in 1 uur nd BS el 


6 
van den weg, zoodat hij in 10 uur den weg kan slee 00 
P. S, HoEKsTRA, _ 
Tweede oplossing. | | 


A loopt 7 uur tegen B 5 uur, Hunne snelheden veen 


den zich dus als 2:3. A kan dus den ke in 6uur4À. 6 


uur —= 15 uur afleggen; en Bin 6 uur Se 5 X 6 uur = 10 mak 


M. Simons. 

Aanteekening. Uit deze twee oplossingen blijkt dat hei 
laatste gegeven overbodig is. 

Derde oplossing. „3 

In 6 uur leggen zij samen 60 KM. af, d, i, 10 KM, per uür. je 


In 5 uur leggen zij dus samen 50 KM, af, zoodat A in du 


uur 10 KM. of 4 KM. per uur aflegt. A kan dus den weg 
in 15 uur afleggen. B legt per uur 10 KM. — 4 KM, ==6 KM 
af, zoodat B den weg in 10 uur kan afleggen. Vooruim, \ 


224. Herleid de evenredigheid: 

(er —17): @ — 15) = (e — 11): OE) £ 
tot eene andere, waarin # de laatste term is. L.A. — 
(Hoofdakte ex. Assen, 1891.) EA ZN 

Oplossing. | 

Deze examenopgave is foutief ingezonden. Zij leidt tot een 
valsche vergelijking. Verandert men 9 in 6, oan is zij ep 
te lossen. Men heeft dan: 8 









10e 15) =(e— 11): (e —6) 





Rn 25 = (& — 17): (w — 11) 
BREA 3:—6 =S —2:(&—17) 
4 9: (—e F15) = Bend 

(w — 6): 5 = 9:3 

mn 3:1 

WAE. EE: 6: 2 
__dus ousk Eens 6:2 
RA Ee Sh 
Bor He me Tie 


__225. Hen knaap moet een breuk vereenvoudigen, maar neemt 


den noemer 8 te groot, waardoor hij 5 in plaats van 8 


5 
bekomt. Welke breuk wordt bedoeld ? FA 
(Hoofdakte ex. Assen, 1891.) 


Oplossing. 
Renk 
In plaats van : krijgt hij 5 Daar aan den teller niets ver- 


anderd is, brengen we beide breuken onder den teller 3 en 


Re . 3 3 ER iN 
krijgen we dus — en …. Maar hieruit zou blijken, dat de 


5 6 
noemer 1 te groot was genoemen. De noemer is echter 8 te 
„groot, zoodat we teller en noemer met 8 moeten vermenig- 


vuldigen om de breuk te krij gen. De breuk was dus: en ie = de 
J. B. BAKKER. 


Tweede oplossing. 


Is G de grootste gemeene deeler van teller en noemer, dan 


is de breuk De G Door bij den noemer 8 op te tellen, wordt 
de breuk 5 d = Ee dus is bij den uoemer G == 8 bijgeteld, 
jn 3 G Zi 
_ zoodat de breuk is 56 GARE 


| Derde OR 
Teller en noemer verhouden zich als 3 en 5. Blijft de teller 


onveranderd en wordt de noemer 8 grooter, dan wordt de 


be 
SI 
en d 


AEN: on 

















et enen teller en noemer als 1 en 2 of als 3 Samet 
De verhoudingsgetallen 6 en 5 voor de noemers versehil nn 
terwijl de noemers 8 X 1 verschilien. De noemer was dus — 
8 x5=40 en werd 8x6==48. De teller is EXS EE 


De bedoelde breuk is dus D V.D W. & Vv Jk 


zn ord dn 
Vierde oplossing. 


De breuk wordt een was 5 De noemer wordt en sb 
maal zoo groot. je van den noemer is dus 8 en de noemer 40. En 


5 
8 XxX 3 24 
DE De breuk is dus > = 0: 


VAN DER WAL EN VERBORGH. 





Bte 
226. Van 5 rechthoekigen tuin staat de lengte tot de bread 5 e 
als 2, : 1. Er is een gracht om, ter wijdte van 5 meter. A 


Als de buitenomtrek van de gracht 0,3 KM, lang is, hoe k 43 
groot is dan hare oppervlakte ? Li: Acties 
(Hoofdakte ex. Assen, 1891.) SE 
Oplossing. Ann 

Om van den buitenomtrek der gracht de lengte te vinden tia 
moet men bij den binnenomtrek 4 X 28 maal de breedte 


der gracht voegen, Derhalve is de binnenomtrek 300 M. — 40 M, 
— 260 M. En daar lengte en breedte zich verhouden als 9: 4, 


zoo is de lengte Ee X9 M. = 90 M. en de breedte 40 M. Van Se 
den buitenomtrek is de lengte dus 100 M. en debreedte50M. 
De oppervlakte van land en gracht samenis50x100M?= 
5000 M?. Van het land alleen is de oppervlakte40 X90M? 
== 3600 M*, derhalve is de oppervlakte der gracht 5000M? — 
3600 M? = 1400 M?, J. B. BAKKER. 


223. 300 KG. koopwaar, ingekocht voor f 462, wordenintwee 
partijen verkocht. De winst op elke 8 KG. van deeerste _ ze 
partij is gelijk aan den verkoopprijs van 1 KG. ; ; de winst if El 
op elke 8 KG. van de tweede parti is gelijk aan den ì in- nd zr 





__ wonnen wordt, Re zwaar is dan elke partij ? B. S. 
je tu ex. Breda, 1891.) 
RN: Oplossing. 







Ln de eerste partij is de inkoop Evan den verkoop, de winst 


pe dus > 7 of 4e of. Bij de tweede is de inkoop 5 van den ver- 
325 


& koop, de winst dus 125 of. De gemiddelde winst is Ae of, 


hs. 
REE: == 1355 fo: De Be der partijen is derhalve: 


Rn DAOG LH GON 
B 142 7 5 1875 — 125 
B De en zijn dus 200 KG. en 100 KG. 
P. S. Horksrra; J. B. BAKKER, 
fie: __TPweede oplossing. 
___De winst op 8 KG. van partij A is de verkoop van 1 KG. 

en die op 8 KG. van B de inkoop van 1 KG. De inkoop 
_ van 300 KG. of f 462 staat dus gelijk met de winst op 2100 
KG. van A of met die op 2400 KG. van B. Op partij A 
wordt dus (f 462: 2100) = f 0,22 en op partij B (f 462 : 2400) 
____=f0,1925 per KG. gewonnen. Werd de heele partij met 
____f0,1925 winst per KG. verkocht, dan zou de winst f 57,75 
bedragen. Nu is zij f63,25, dus f5,50 meer. Partij A weegt 
dus (550: 2,75) x 1 KG. — 200 KG. en B. 100 KG. 

M. Sruons. 


_228. A en B gaan elkaar tegemoet. Vertrekt A 15 uur vroe- 


2 
ger dan B, dan ontmoeten zij elkander le uur na het ver- 


1 
trek van B; vertrekt daarentegen B lg uur vroeger dan 


1 
A, dan ontmoeten zij elkander 1— zp tur na het vertrek van 


A. Hoeveel tijd zou ieder noodig hebben om den geheelen 
weg af te leggen ? Dan 
Baeehdenio ex. Breda , 1891.) 


















__ Oplossing. 


B 9 2 | on 
Als A lj + 1e he en = 25 uur en B de uur Ke hobben. Gan 
ze samen den geheelen weg afgelegd. Als À 1 uur en B ee 
1 E ais 15 B 2 uur loopt, hebben ze Ban samen den weg 0 del : 
afgelegd. Als dus A 2 geur — 1 » uur == Ie uur minder loopt, th BE 
3 2 1 5 É En 1 
moet B 2e — ls En le uur meer loopen. A legt dus in 
Is uur evenveel af, als B in Ei uur. Hunne snelheden ver- — D ‚ 
1 NEE S 
houden zich dus als Ie 1e dd. | ain 
9 3 Ce ce 
a legt dus den weg af in 25 uur + 5 X iz uur = 5 uur 
1 1 | B 
en B in gts Xx Ir uur = 35 uur. 1 ï 


C.K.; E.C.K.; J.B, BAKKER; v.D, Win é Vase ) ij 


229. De gezamenlijke bevolking van twee steden is in delaatste — bid 
25 jaar met 40 proe. toegenomen. Vóor 25 jaar was de 
verhouding der bevolking van beide steden 5: 4; nu is ze 
7 : 2; met welk proc. is de bevolking der kleinste stad _ 
verminderd ? B. 5, 
(Hoofdakte ex. Breda, 1891.) 


Oplossing. | a 
De bevolking der kleinste stad was 25 jaar geleden het Je 


E deel der bevolking van de beide steden, Thans is ze het za B 
5 deel van de tegenwoordige bevolking, d.i 5 x e= je ae der zin 
bevolking van voor 25 jaar. di) J 


In de kleinste stad is dus de En der bevolking van 


voor 25 jaar en thans als Eire BS 20:14 == 100: 70. 


\ 





Ei In de grootste stad is zij met 96 0 De tender 
Hi GROK 


230, Van eene meetkundige reeks is de derde term 7/6 en de 
negende 417-353. Bereken den vijftienden term dezer reeks 
in 3 decimalen nauwkeurig. B. S, 
(Hoofdakte ex. Breda, 1891.) 


Ke, Oplossing. 

EE: Zij a, ar, ar? ,... de meetkundige reeks, dan is ar? =1/6 
en ar? = 413, dus rs =21 2 en ar!4=—=art.rt=z4v3. 
arv2=8r6—=r 384 = 19,59591. | 


231. (Ter keuze: a of b.) 

a. Indien bewezen is, dat eene onvereenvoudigbare 
breuk, waarvan de noemer geen factor 2 of 5 bevat, bij 
Bant. eene zuiver repeteerende breuk oplevert, hoe 
toont ge dan aan, dat eene onvereenvoudigbare breuk, 

| __ waarvan de noemer, behalve een of meer factoren 2 of 5 
Re nog andere ondeelbare factoren bevat, bij herleiding, een 
gemengd repeteerende breuk oplevert, waarvan het aantal 
niet-repeteerende decimalen gelijk is aan den hoogsten ex- 
ponent van 2 of 5 in den noemer ? 

b. Wanneer men bij de derde macht van een getal 
bes het vijfvoud van dat getal optelt, verkrijgt men een zos- 
Hoed voud. Bewijs dat, - B. S. 

en (Hoofdakte ex, Breda, 1891.) 


Oplossing. 


n= M 4 
En 


BDD pn AOP 








NM 





Is nu p een ondeelbaar getal, dan geeft een zuiver 
A __repeteerende breuk met hoogstens p — {1 repeteerende cijfers, 


. Deelen we nu deze breuk door 107, dan wordt het decimaal- 
oe _De Vriend der Wiskunde. VIL 13 


k ® Per rl MVIT A j 
PERS EIN ETE OTE PIT Ap ETEN 








De Deen 





teeken » cijfers naar links verplaatst. 


bekomt dus „ decimalen, die niet repeteeren. % 
b. Gestelde a3 J- 5a — zesvoud. ‚n Be, 
Bewijs a? J- ba == (4? — a) J- 6a =a (a — 1) (sle 1 6a. A 
__ Beide termen dezer som zijn door 6 deelbaar , want steeds — 


is een der factoren a, a — 1 en a{-1 deelbaar door 2en3. 
De som is dus ook door 6 deelbaar. M. Simons. A f A 
GOEDE OPLOSSINGEN, NEN 

der Opgaven 761—780, natk. vrgst. 4446, U19—BBL zijn 
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Over de vierde rechtstreeksche bewerking der rekenkunde 


en haar omkeeringen. 


Men verstaat door een rekenkundige bewerking een vol- 
komen bepaalde handelwijze, waardoor uit twee gegeven ge 


tallen een derde getal gevonden wordt, 


Uit twee, niet uit één, zooals de schrijfwijze log. a zou 
kunnen doen vermoeden. Evenmin uit meer dan twee; in de 


vormen: 

adbded-d; a.b.e.ds 

„e () (a—b) .c 

a d.w.z. a : d 
b.v. moet telkens driemaal na elkander uit twee gegeven ge- 
tallen een derde getal gevonden worden, moet m. a. w. telkens 
driemaal na elkander een zekere rekenkundige bewerking wor- 
den uitgevoerd. In de drie eerste voorbeelden zijn die be- 
werkingen gelijknamig, en in het vierde ongelijknamig. 

Alle rekenkundige bewerkingen ontstaan uit de optelling door 
herhaling en omkeering. Door herhaling de vermenigvuldiging 
uit de optelling en de machtsverheffing uit de vermenigvul- 
diging; door omkeering de aftrekking uit de optelling, de 
deeling uit de vermenigvuldiging en de worteltrekking en de 
logarithmeneming uit de machtsverheffing. 

Men zegt, dat een bewerking wordt omgekeerd, als men het 
getal, dat bij die bewerking bepaald moet worden, als ge- 
geven beschouwt en in plaats daarvan een der twee getallen 
moet bepalen, die vroeger als gegeven werden aangenomen. 
Zoo zijn bij de machtsverheffing grondtal en exponent gegeven, 
terwijl de macht gevraagd wordt, Men kan deze bewerking 
nu op twee manieren omkeeren: 1) kan men de macht en den 
exponent als gegeven beschouwen en naar het grondtal vragen 
(worteltrekking); 2) kan men de macht en het grondtal als 
gegeven beschouwen en naar den exponent vragen (logarithmee 
neming). Zoo geeft in het algemeen elke bewerking tot twee 
omgekeerde bewerkingen aanleiding In het bijzondere geval, 
dat de uitkomst van een bewerking niet verandert, wanneer 
men de getallen verwisselt, waarmede de bewerking moet 
worden uitgevoerd, in dit bijzondere geval komen de twee 
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omkeeringen op hetzelfde neer. Zoo laten de optelling en de 
vermenigvuldiging slechts één omkeering toe, omdat men zoo- _ 
wel opteltal en opteller als vermenigvuldigtal en vermenig- 
vuldiger mag verwisselen. 

Ter beantwoording van een ingekomen vraag, de opmer- 
king in $ 80 van mijn Leerboek der Rekenkunde I betreffende, 
wil ik bij het proces der herhaling wat uitvoeriger stilstaan. _ 

Om aan te duiden, dat men a, moet optellen bij a,, az 


dS 

eN 

bij a, +4, enz. , schrijft men: She ES 
Aj Hs HA Hee Ge B 

Zijn ay, 45) d3,.-. a, alle = a, dan voert men de kortere ER kn 
schrijfwijze b.a in, waar a een der gelijke getallen, die ge- Zan 
geven zijn, en 5 hun aantal voorstelt : RE 








BEPArane, bt zat ot dress TEN Ge 
b termen, Re 


Bij de oorspronkelijke schrijfwijze in het tweede lid der for= 
mule noemt men de uitkomst „de som van de ó gelijke termen 
a’, omdat zij door achtereenvolgende „optelling” uit de bge- 
tallen a gevormd is; bij de nieuwe schrijfwijze beschouwt men N 
de uitkomst daarentegen als gevormd uit de twee getallen a 
en b. Om aan deze verandering van opvatting uitdrukking 
te geven, voert men een nieuwen naam Ei en spreekt niet RT 
meer van „de som van b gelijke termen a’, maar van „het 1E 
product van a met b’’, enz. hf 

Langs dien weg ontstaat uit de Ontoltns door herhaling een 
nieuwe bewerking, die vermenigvuldiging heet. " 

Om aan te duiden, dat men a, moet vermenigvuldigen 


met a, 4, .4, met a; , enz., schrijft men: 8 
& 
4, eee: ge Ugo Uy. of 
Zijn a,, 45, 43,.…+ 4, alle = a, dan voert men de kortere zi 
schrijfwijze a in, waar a een der gelijke getallen, die ge- bes 
geven zijn, en b hun aantal voorstelt : 4 
0 
BEPALING. EU Ee el 


Dee nen oneenn 


b factoren. 
Bij de oorspronkelijke schrijfwijze in het tweede lid der 
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__vuldiging” uit de 5 getallen a gevormd is; bij de nieuwe 
schrijfwijze beschouwt men de uitkomst daarentegen als ge- 


vormd uit de twee getallen a en 5. Om aan deze verandering 
van opvatting weer uitdrukking te geven, voert men een 
nieuwen naam in en spreekt niet meer van „het product van 
b gelijke factoren 4’, maar van „de be-macht van a”, enz. 
Langs dien weg ontstaat uit de vermenigvuldiging door 


__ herhaling een nieuwe bewerking, die machtsverheffing heet: 


Hoewel er zich totnogtoe geen behoefte aan uitbreiding van 


_het aantal der rekenkundige bewerkingen heeft doen gevoelen, 
__zou men het proces der herhaling op dezelfde wijze kunnen 


voortzetten, wat wij thans willen doen. 
Om aan te duiden, dat men a, moet verheffen tot de macht 


ds dy ®2 tot de macht a, enz., schrijft men : 


dj) 
A 


(a, : 
Past men op dezen vorm de bekende formule (a)! = a?! 


toe, dan komt er: 
O3 dz... Gj 
Mit 
Zijn 44,45, 43)... 4, alle=a, dan heeft men dus: 


Ka) 
b—1) 


a) 
(a® — geta, @ 

Nu is de vorm aan de rechterhand zoo eenvoudig , dat een 
korter schrijfwijze voor den vorm aan de linkerhand geheel 
overbodig wordt, te meer, als men bedenkt, dat er aan de 


invoering van een nieuw begrip steeds eigenaardige bezwaren 


verbonden zijn. Er ontstaat dus geen nieuwe bewerking, wan- 
__ neer men bij de uitvoering van achtereenvolgende machtsver- 


heffingen de getallen, die er telkens bijkomen, als „exponen- 
ten’ in rekening brengt. 
Anders wordt de zaak, wanneer men ze als „grondtallen”’ 


Ee dienst laat doen. 





on Tale en ben 







Om aan te duiden, dat men a, moet verheffen tot demchti fi dr, 


44) 4; tot de macht gen enz., schrijft men : 


1 a) 
a (a, 
a,” ee 
e . me 
a, d.w.z. a, | 
Zijn a,, a,, d5;-…-a, alle = a, dan kan mendekortere 
| EE 
… … b . … . í 1 bs 
schrijfwijze a invoeren, waar a een der gelijke getallen, die — 
gegeven zijn, en b hun aantal voorstelt: TTT 
Ke 
q ARM 
| b EL ER 
BEPALING. Gu ; rn 


nd 
b getallen. 
In het bijzonder is: 
a 
Ae 0 za ==; zaza ; enz. 
IAB Ae ed 322 == 16; | 
2 Eet a eg 


122 2 216 — 65536; 


NS Se 5 
332 327 — 21974504484987 ; enz. $ 
Worden b gelijke getallen a door achtereenvolgende machts- 8 
verheffing zóó verbonden, dat elke opnieuw toegevoegde aals 
grondtal (niet als exponent) in rekening wordt gebracht, en 
beschouwt men de uitkomst, kortweg met be aangeduid, als — an 
gevormd uit de twee getallen a en b, dan is daarmede de oe 
beteekenis van de „vierde ontstaans bewerking der reken- —_ 
He 


kunde” vastgesteld. 

Zonder nadere toelichting laat ik thans de bepalin vol- 
gen, die op de nieuwe bewerking en haar omkeeringen be- 
trekking hebben. Bij de inkleeding en de keuze van namen 
en notaties heb ik de machtsverheffing en haar omkeeringen Á 
als voorbeeld genomen. (Vergelijk mijn Leerboeken der Reken- 
kunde en der Algebra.) | A 

BEPALINGEN. 1) Door do be-macht van de tweede orde van 













hi a verstaat men de uitkomst, die men krijgt, als men 5 gelijke 
____getallen a door achtereenvolgende machtsverheffing (van de 
eerste orde) zóó verbindt, dat elke opnieuw toegevoegde a als 
Re grondtal (niet als exponent) in rekening wordt gebracht. 
____Men noemt een der gelijke getallen (a) het grondtal en hun 
______aantal (5) den exponent. 

B De bewerking, die de macht van de tweede orde leert vin- 
eN den, als grondtal en exponent gegeven zijn, heet machtsver- 
heffing van de tweede orde. 

kn Men zegt, dat a tot de be-macht van de tweede orde wordt 
___werheven, en schrijft: 


a 
a 
a 


be (lees: a tot de be-macht van de tweede orde) dn 
b getallen. 
Men bepaalt afzonderlijk: ta = 4. 


_ Met be wordt niet alleen de „bewerking’’, de machtsver- 
heffing van de tweede orde, aangeduid, maar ook haar „uit- 
komst”, de macht van de tweede orde. 

2) Als een macht van de tweede orde en de exponent ge- 
geven zijn, dan leert de worteltrekking van de tweede orde 
het grondtal vinden. De gegeven macht van de tweede orde 
(a) heet het getal, waaruit de wortel van de tweede orde ge- 
trokken moet worden; de gegeven exponent (6) behoudt den 
naam van exponent, en het gevraagde grondtal wordt wortel 
van de tweede orde genoemd. 

RE Men zegt, dat de be-machtswortel van de tweede orde uit a 
| moet worden getrokken, en schrijft: 
opb (lees: de be-machtswortel van de tweede orde van a). 


WR ZA 
nn De 


Zoo beteekent 168 —=2, dat 216 is, en 27E =3, 


dates — 27'is. 
Zoo is AP =2, 5E =5 en Ta ==. 
Met aft wordt niet alleen de „bewerking, de wortel- 
trekking van de tweede orde, aangeduid, maar ook haar „uit- 
komst”, de wortel van de tweede orde, di. het getal, dat tot 
de be-macht van de tweede orde verheven a oplevert: 











b 1e | 

( al ) Uy | 
d.w.z. wortel v.d. tweede orde = 5 getal. 

Zoo is de 4e-machtswortel van de tweede orde van 65536 


het getal, dat tot de 4e-macht van de tweede orde Vel Sn 
65536 oplevert: | 


exponent 


1 (65536 1) = 65536. en 

3) Als een macht van de tweede orde en het grondtal ge- A 
geven zijn, dan leert de Een van de tweedeorde 
den exponent vinden. 4e 
De gegeven macht van de tweede orde (b) heet het zn gi MD 
waarvan de logarithme van de tweede orde genomen moet ___ 
worden; het gegeven grondtal (a) behoudt den naam vaa 
grondtal, en de gevraagde exponent wordt logarithme van de | 
tweede orde genoemd. | | | 
Men zegt, dat de a-logarithme van de tweede Sep van $ AA 
moet georden genomen , en schrijft : id 


b oe (lees: de a: logon van de tweede orde van Das 


Zoo beteekent 16 Deen =S, dat 2216 is, en 27 on de 2, Ka 
dat 23 == 27. is. BOE 
2 5 a t AAE 

Zoo is 4log =2, 5log=l en ’alog =7. ld 

a | Tand 

Met b log wordt niet alleen de „bewerking”, delogarithme- 
neming van de tweede orde, aangeduid, maar ook haar,uit- 
komst”, de logarithme van HE tweede orde, d.i, de exponent BA 
van de macht van de tweede orde, waartoe: men a moet ver- 
heffen, om b te krijgen: | Ee 
a 1 in 

blog a=b, 5 Re 

en logarithme v.d. tweede orde grondtal — getal. | d 


Zoo is de 3-logarithme van de tweede orde van 65536 de _— 5 
exponent van de macht van de tweede orde , waartog men 3 | 
moet verheffen, om 65536 4 krijgen: 


65536 Ie 3 — 65536 


û 
a. Uit bin volgt, data mel en b=c log is. 








Rit. ee volgt, data = Cbenb= B 
b. Men heeft: 


al 


alog =b, omdat Ö (al) TRS 
ek a d 
B ee ops 0, omdat, 2 Ea bis. 
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_ 4) Om het gebruik van haken te beperken, is men (be- 
_ houdens eenige uitzonderingen, die geen aanleiding tot ver- 
_ warring kunnen geven) overeengekomen, om de bewerkingen 
der rekenkunde steeds in de volgende orde uit te voeren : 


ei es ke 5% 


I Es 
Ere 


Dad 
: 
Ni 


pe . . . . . . . . . . e e e e . . . e e . e 
Sd | machtsverheffing van de tweede orde; 

Ben __t worteltrekking en logarithmeneming van de tweede orde; 

É 

… __{ machtsverheffing (van de eerste orde) ; 

di \_worteltrekking en logarithmeneming (van de eerste orde); 

HE | vermenigvuldiging ; 

ie deeling ; 

jn optelling î 

Ë | aftrekking. 

ee Ä Beschouwt „men een bewerking en haar omkeering(en) als 


één groep van bewerkingen , dan kan men dus als algemeene 
regels stellen : 

BA __a) dat de bewerkingen van een groep, die later ontstaan 

4 is, voorafgaan aan de bewerkingen van een groep, die eerder 

ontstaan is; 

b) dat een rechtstreeksche bewerking voorafgaat aan haar 
__omkeering(en), uitgezonderd bij optellingen en aftrekkingen, 
die steeds van links naar rechts worden uitgevoerd, 
ep Voor een zelfde bewerking en voor de omkeeringen van een 
zelfde bewerking gelden bijzondere regels, die afhankelijk 
_ zijn van de keuze der notatie. Voor de genoemde tien be- 
_ werkingen, waarvan de notatie is vastgesteld, luiden zij: 


x 


Ne 
N 







kingen en logarithmenemingen van de eerste orde worden van is A 


(ro) 









c) optellingen, atrekkinen® betske *), wortelen 
van de tweede orde, logarithmenemingen van de tweede orde Tt 
en teren’ en logarithmenemingen van de tweede ON 
orde worden van links naar rechts uitgevoerd ;_ | ie A 


d) vermenigvuldigingen *), worteltrekkingen van de eerste 5 HR 
orde, logarithmenemingen van de eerste orde en worteltrek- Ts 


rechts naar links uitgevoerd ; | 3 B 

e) machtsverheffingen van de eerste orde worden van zachte JN 
boven naar links-beneden en machtsverheffingen van de tweede, — 
orde van links-boven naar rechts-beneden uitgevoerd. 

Het ligt niet in mijn bedoeling de theorie van de vierde 
rechtstreeksche bewerking en haar omkeeringen te behandelen, 
een theorie trouwens, die, voorloopig althans, van weinig _ 
theoretisch en PER belang is en dientengevolge nog in 
haar eerste stadium van ontwikkeling verkeert. : ip 

Alleen om eenig denkbeeld te geven van den aan dier à 
theorie, wil ik bij een enkele eigenschap eenige oogenblikken re È 
ent Voor meer bijzonderheden raadplege meneen opstel ze 
van Gerlach in den dertienden jaargang van Hoffmann's Zeit- Ze 
schrift für mathematischen und naturwissenschaftlichen U 
richt. KR, Tog 

In het bijzonder heeft men: si 


4 a® a” 3 "o AN 
zat zal a) TN 


algemeen : 


m (nan 
a=0 


Hieruit volgt, als men opmerkt, dat men de volgorde mag 5 


veranderen, waarin men na elkander twee machtsverheffingen 
(van de eerste orde) moet uitvoeren : Ö 


(Ya) Ee ) Ce) Wo) 





(ml, dn (ntt joe 1 


% 





*) Het ware te wenschen, dat men kon besluiten, om in leerboe- — 
ken voor meergevorderden vermenigvuldigingen en deelingen in de- 
zelfde richting uit te voeren, bij voorkeur van links naar rechts. _ 
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Be. Neemt men in de formule m=kJ1 en n=k—l, dan 
Jon vindt men: 


DCO — ea) CO on (20) CD = va). 


det 1) tt ko) 


B | B 

ke _dûs: hz | AT 1) 4) | B. 
_____ Zoo is: 

a | | Ba) — (ta), dus ta = lente; 
OO colOza, as vam le Iie- 


| Noemt men nu (P)e en Gp bij analogie met (a +5): 2 
en PB (a.5) middelevenredigen van de tweede orde tusschen 
__@ en b, dan kan men dus zeggen, dat van de machten van 
_ de tweede orde, waarvan de grondtallen dezelfde zijn, elke 
_ macht de middelevenredige van de tweede orde is tusschen de 
volgende macht als grondtal en de voorgaande macht als 
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6 5 Verslag van een mondeling examen in Wiskunde 
Ee Lager Onderwijs, 1891. 
ONE Wear 
Ee 5 Stereometrie. 


5 
kr 


Ke eene lijn, die A en B loodrecht kruist? Hoe brengt ge door 
____A een plat vlak, evenwijdig aan B? Als twee elkaar snijdende 
___lijnen van een vlak P evenwijdig zijn aan twee elkaar snijdende 
Be lijnen van een vlak Q, dan zijn de vlakken P en Q even- 
____wijdig. Hoe bewijst ge die eigenschap ? Als twee elkaar snij- 
Z _ dende vlakken evenwijdig zijn aan dezelfde rechte lijn, dan is 


Gegeven twee kruisende lijnen A en B. Hoe construeert ge 


ook hunne doorsnede |/ die lijn. Bewijs! A en B zijn twee 
evenwijdige lijnen; A is evenwijdig aan een vlak V,B heefteen 
punt gemeen met dit vlak. Bewijs, dat B geheel in V ligt. 
Bepaal de meetkundige plaats van alle punten, die evenver 
verwijderd zijn van twee elkaar snijdende lijnen van een plat vlak. 
AB is een boog van een grooten cirkel, Uit een punt C 








van Hen boog Horde een ‘boog CD getrokken, die 
een rechten hoek maakt; boog CD telt 90°. | Is nu D 
van AB? Bewijs! A 6 
De hoek van twee groote cirkels is Gel aan aän standhoel EA 
van hunne vlakken. Is dat ook zoo bij twee kleine cirkels £ an 
_ Waarom niet? Hoe bepaalt ge de polen van een kleinen cirkel? 
Wanneer noemen we twee oppervlakken rakend? Trekt men — EAS 
uit een punt P eene raaklijn PA aan een cirkel en laat en hi 


















beschrijft de cirkel een bol en de kalen een kegel. 8 

Het raakpunt A doorloopt een cirkel. Hoe bewijst ge dat? 
Bewijs, dat de kegel en de bol in elk gemeenschappelijk punt 
een gemeenschappelijk raakvlak hebben. Hoe construeert ge 
aan een scheeven cirkelkegel het raakvlak in een willekeurig punt? 


Driehoeksmeting. id GG 
sin (90° + a)=—=....f cos (90° +a)=....P sin ken mm Bt E 
| cos (4) ien Ps re 
tg (180°-a) =....Peot (180°—a)=....P sec (180°-H4)= Sn Be Ein 
cosee (360° —a)=....? 


in een cirkel M zijn eene middellijn BMC, een straal MA, 
de koorde AB en de loodlijn AD op MB getrokken. Nu is 
MA =MB=1; / AMB =za (scherp); waaraan is dan AB 
gelijk ? Bent dat op 2 manieren. or ak 
AD staat loodrecht op MB. Waaraan is nu BD gelijk? ze 
AB? = BD XBC =2BD. Wat volgt daaruit ? Het 
sin (a —b)=....f beo) 
sina Xsinb==s,..? 
Hoe luidt de Aen Bewijs den regel! Maak 
b2 He? —2beeos A geschikt voor logarithmische Der 


1—cosa=....P 1 H-e0osa=....P on 
tg za B MRE, ee Lond ) ‚Kunt ge hieruit het 
wortelteeken verdrijven ? | ARE 
tg (ad-b)—=....? eot(ad-b)=....f ? Bewijs! 
Los op: sin 3e + sin 4w J- sin 5u = 0. 
Planimetrie. 


De zijde AB van A ABC is grooter dan AC. ovj dat 
CLB, 
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Als tw driehoeken twee zijden gelijk hebben , en de inge- 







| De ingeschreven cirkel van A ABC raakt de zijde BC in 
___D. Waaraan is dan BD gelijk? Hoe bewijst ge dat? 
_____In den scherph. A ABC wordt uit A de loodlijn AD op BC 
__neergelaten. Waaraan is dan CD gelijk ? Bewijs dat. 

Ke In het uiteinde B van de middellijn AB van een cirkel is 
Ee __een raaklijn aan den cirkel getrokken. De koorden AC en AD 
___ontmoeten, als ze verlengd worden, de raaklijn resp. in E en F. 
___Bewijs, dat AC Xx AE = AD X AF. 

___ De lijn, die / A van A ABC halveert, ontmoet de over- 
___staande zijde in D. Waaraan is AD gelijk ? Hoe bewijst ge dat ? 
‘Waaraan is het oppervlak van een koordenvierhoek, welks 
zijden a, b, e en d zijn, gelijk? Bewijs die formule! 


ee 


er Fl 










be Algebra. 

Pi Vooreerst eenige vragen over de oplossing (in geheele ge- 
tallen) van onbepaalde vergelijkingen van den 1sten graad. 
e av-+- by =c. Waarom heet die vergelijking onbepaald? Is 

__het aantal wortels beperkt of onbeperkt? Geef vraagstukken 
B op, die aanleiding geven tot eene onbep. verg. 

5 Als z==m en y=» eene oplossing in geheele getallen is 
___van de verg. ar + by =c, dan voldoen alle getallen van den 
vorm #=—=m—bp en yY—=n dap aan de verg. Bewijs dat. 
e ____Kunt ge aan den vorm voor « zien, dat het aantal wortels 
__ beperkt is? Ook aan den vorm voor y? 

Ontbinding in factoren van een vorm als: z? + Zw + 12, 
Hoe bepaalt ge twee getallen, waarvan de som en het product 
gegeven zijn ? 

23 J Aa? J 3x — 30 wordt O voor &=2. Bewijs nu, dat 
de veelterm voor elke waarde van # deelbaar is door z — 2. 


Bewijs, dat @ — a „deelbaar is door z — a. 

Op welke manieren kunt ge n vergelijkingen met n onbekenden 
__oplossen? Waarop komen al die manieren neer ? 

A =..….en B=.... zijn twee vergelijkingen. Bewijs, dat 
ke een dezer verg. mag worden vervangen door de som der verg. 
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Stelkunde (1 uur). 


Gegeven : een kapitaal K staat uit tegen p op Jaarijke 
wordt er van het kap. fa afgenomen. Hoeveel jaren kan men — 
dit doen? (Tijdens de uitwerking hiervan werden mij de. vole 
gende vragen over meetk. reeksen gedaan). Wat is de som A Aat 
van een meetk. reeks. Schrijf de formule op. Heeft men voor Gs 
afdalende en opklimmende verschillende formules noodig ? Wat x 
is hier (bovenst. geval) de reden? (Naditalgemeenevraagstuk 
te hebben opgelost de volgende toepassing). GE 

K =f 10000, p==4 en a —=f-1000, EN. 

(Tijdens deze uitwerking). Wat zijn logarithmen? Wat kan AM 
het grondtal zijn? Ook een negatief getal? Waarom niet ? Oa 
Zijn er ook getallen, waarvan het grondtal wel een neg. getal Ne 
zou kunnen zijn? B.v.? Hoe noemt men de log. die 10 tot hd bj 
grondtal hebben? Waarom? U moet opzoeken delog. vana, bed 
en u zoekt die van abcd; is dat in orde? in 

Wanneer is de wijzer van een log. negatief > Het roi BS 
kon ook eene breuk zijn. Wat weet gij dan van den wijzer? za is 
Is die voor alle getallen grooter dan die breuk neg.? Hoe 
bewijst ge, dat de log. van 1 voor elk log. stelsel nul is. £ 

Wat zijn vierk, vergel.? Hoe zult ge leerlingen duidelijk 
maken, laten zien, dat eene vierk. vergelijking twee wortels SEN 
heeft? Waarom mag men in ’t algemeen niet vermenigv. met 
een vorm, waarin de onbekende voorkomt? Wanneer mag dit Ta Ai 
wel? Kunnen beide wortels gelijk, beide positief zijn? Wanneer? — t el 
Geg. (w— 2 15), ontbind dien vorm in fact.? (niet door 
vorm — nnl te stellen of door eig. der wortels eener vierk. 
Regel) 0 

ie y Î is deelb. door vJ-y bewijs dit; (hierop de oak A Le 
© —y is deelb, door w —y; bewijs. 

Stereometrie. he 

Teeken twee kruisende lijnen. Trek de lijn, die op beide 
loodrecht staat. ‘Wat is een drievlakkenhoek. Teeken er een, lg 
Noem eenige eigenschappen van den drievl.hoek. Als de eigen- A) 
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N° es Een bekend is ‚ bewijs dan dat de hoeken samen 


is en zijn dan 180°. Wat weet ge van overeenk. eigen- 
vn schappen der veelvl.hoeken. Teeken twee elkaar snijdende 
EN vlakken. Wat is een standhoek? Trek die loodlijn op de 
Er ribbe. Bewijs, dat die hoek de standhoek is. (Dit vóór de 
__pyramides gevraagd). Zijn de hoeken dan altijd grooter dan 
_ („— 2)180°. Teeken een pyramide (Ik teekende een 4-zijdige). 


Inhoud ? Bewijs, dat de inh. = sh X grondvl. Aangetoond , 


dat een 3-zijdige pyramide — 5 van een driezijdig prisma met 


_ hetzelfde grondvlak en hoogte. 


Bewijs, dat twee driezijdige pyramiden gelijk zijn, als ze hoogte 
en grondvlak gelijk hebben. 
Teeken een bol. Hoe construeert ge een kleinen cirkel op 
een bol. Construeer de straal van den bol. Construeer op 
den bol een grooten cirkel. Hoe heet het boven dien kleinen 
cirkel gelegen deel des bols. 

_ Waaraan is de oppervlakte van het bolsegment gelijk ? Hoe 
komt men hiertoe? Bewijs de omwenteling van lijnen, die met 


___de as een punt gemeen hebben, // loopen en geen punt gemeen 


hebben. 
Waaraan is de inhoud van een bolsegment gelijk ® Bereken 
het. EL de formules op. 


Planimetrie en Goniometrie (1 uur). 


Twee lijnen (niet //) ontmoeten elkaar in het vlak van tee= , 
kening niet; tusschen de lijnen is een punt gegeven , trek 
door dit punt eene lijn, die de lijnen in hun snijpunt ont- 
moeten. Vier punten zijn gegeven, trek door die vier punten 


een vierkant. Ook, wanneer die punten in één lijn lig- 


gen. („De Vriend der Wiskunde’, VIT, 1892, no. 753.) 


__Welke eigenschap is u bekend van de lijn, die het supplement 
van den hoek eens driehoeks halveert? Gegeven een cirkel met 


de zijde van den regelmatigen n-hoek. Bereken de zijde van 


den 2n-hoek. Bereken de zijde van den 15-hoek. Hoe vindt 


ge dien van den 10-hoek ? 


__ Bewijs de formule sin (a + b). 








Welke fries zijn de haofieorates voor nde trigon 
bij scheefh. driehoeken (sin-, tg- en cos-regel). SE 

Bewijs den tangensregel? Waarop steunt dio? Bewijs _ Se 
sinp J- sing —? en sinp — sing —? Hoe komt ge van deze — 
formule tot den tangensregel? Bewijs den cosinusregel? . Druk 2 
sin A +-sinB J-sinC uit in een formule door log. oplosbaar lin 
als A, B en C de-hoeken van een driehoek zijn. _ AAR 

Beken cos 3a (in gon, verh, van a uitdrukken). Bereken ze 
x® uit asin Jb sin v =p. A EL 


































Verslag van een mondeling examen in Wiskunde 
Lager Onderwijs, 1891. 


Algebra (ruim 1 uur). ë 
Een vorm van den 2den graad ontbinden. Ik deed dit door EA 
middel van een vierkantsvergelijking, naar aanleiding waar- 
van vragen gedaan werden over: het meetbaar of onmeetbaar — se 
zijn der wortels, het reöel of imaginair zijn. Voor welke waar= 8 
den van z wordt z? +7 J-12 positief, negatief of OP? Wat 
zijn logarithmen ? Log. van de eenheid ? log. van een proänoktn 
Log. kunnen geen echte breuken zijn (hierbij maakte ik zl 


p? 5 
opmerking, dat het wel het geval kon zijn b.v. log p= en eh REED 
Si 


waarop de examinator zeide het tientallig stelsel te bedoelen). Si 
Bij vloeiende verandering der getallen nemen de log. vloeiend _ 8 
toe. Verschillende eigenschappen der onmeetbare getalen en ea 
der limieten. ER 
Stereometrie. 

(Bij dit vak kwam ik tot de min aangename ontdekking, 
dat VersLuys, 5e druk, het boek waarin ik gestudeerd had, helf 
lang niet volledig Een is.) á 
Teeken een vlak met 2 snijdende vlakken er loodrecht op. 
Eigenschap daarvan. Breng een lijn aan, die 8 kruisende Rha 
snijdt. Teeken een tweevlakkenhoek en trek in het eene vlak _ 
een lijn scheef op de ribbe en projecteer haar op het andere 
vlak. ‘Wat weet ge van dien hoek? Hoeveel vlakken lood Se 
recht door een lijn, die een scheeven hoek maakt met een vlak? } 
Eigenschap drievlakkenhoek (som der zijden mocht niet be Jg 
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__wezen worden, zooals VersLuys dat geeft, evenmin als som 





st úur. 
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der hoeken door middel van den pooldrievlakkenhoek). Wat 
is een drievlakkenhoek? Bij cylinders en kegels wilde Prof. 
__ Van Geer niets hooren over rechte cylinders of kegels, zij 


moesten scheef zijn, welke lichamen VerrsLuys in zijn 5den 
druk niet eens opnoemt! Bewijzen, dat doorsneden evenw. aan 


grondvlak cirkels zijn. Wanneer bij sch. keg. nog meer een 


cirkel ? Inhoud berekening bol en deelen daarvan. Bij schijf 
en segment was de examinator niet tevreden, toen ik het deed 
op de manier van VersLuvs. Of ik geen natuurlijker gang kende 
(segment uit sector en schijf uit verschil van 2 segmenten, 
wat goed werd gevonden) — De stereometrie duurde ruim 


_ Planimetrie (ruim 3, uur). 

Stelling van Pyrracoras. Een trapezium construeeren als 
gegeven zijn som der evenw. zijden en dat een cirkel in en een om 
het trapezium beschreven kan worden. Een 8-hoek construeeren 


(regelmatig), als een zijde gegeven is. Het raakprobleem van 


APOLLONIUS behandelen (alle gevallen, — doch slechts uit 
elkander afleiden). Verhouding der deelen, waarin basis van 
een A wordt verdeeld door bissectrix tophoek , door bissectrix 
buitenhoek van den tophoek. Wat is 7? Hoe er aangekomen ? 
Vlakke driehoeksmeting (ruim 3, uur). 

Bewijs voor sin (a Jb), sin (a — b), cos (a +- 5) door middel 
van het theorema van Proremrus.. Enkele goniometrische for- 
mules afleiden. Sin A +-sinB + sinC geschikt maken voor 


log. als A, B en C de hoeken van een driehoek zijn. Stralen 


. . . 1 1 . 
in- en omgeschreven cirkels berekenen. Sin ze en cosa uit 


te drukken in de zijden. 2 zijden en ingesloten hoek gege- 
ven, bereken de 3e zijde. Afstand bepalen van 2 ontoegan- 
kelijke punten. Een paar goniometrische vergelijkingen uit- 
werken , waaronder voorkwam : 
sin # + sin 2e —- sin 32 + sin 4w — 0. 

Wat zijn eyclometrische formules ? 

Het gegeven verslag is niet volledig. Zoo heb ik bij algebra 
ook nog een paar exponentiaal vergelijkingen gehad, 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 781—S8 


ling gelijk zijn. 
(G. Sxrrs, Meetkundige Vraagstukken, no. 1039.) 
| Oplossing. 


de uitwendige gemeen- 
schappelijke raaklijnen 
aan beide cirkels. AC 
—_BO en A'C'=BO. 


verbindingslijn der mid- 
dens C en C’. Uit P zijn 
aan de cirkels M en N 
de raaklijnen PF en PG 


bewijzen, dat PF —= PG is. 
Uit A MCA en A MCH volgt 


MO? = AC? LAM? =CH? LME? (1) 


en uit A NCB en A NCH 


NC? —=BO2 4 BN? =CH? J- NH2 ae (2) 
Stelt men AM —=R en BN == r‚ zoo vindt men, daar AC = BO 


is, verg. (2) van verg. (1) attrekkende , 
R? —r?—= MH? — NH?. N 
Maar MH? — NH? = MP? — NP? (zie A MHP en A NHP) 
dus MP? — NP? =R? —r? of MP? —R?=NP. rr, 
bijgevolg PF? =PG?, dus PF = PG. 


Dit bewijs berust op de eigenschap, dat CC L MN, d.i, de 


lijn, die de middens der raaklijnen verbindt (machtlijn) staat 
rechthoekig op de lijn, die de middelpunten der cirkels M en 


N verbindt (centraal). Het bewijs van deze eigenschap laten 


wij aan den lezer over, B, WMe 


Ls 


00: SR 
781. Aan twee cirkels zijn twee gemeenschappelijke raaklijnen 
getrokken, en door de middens dier raaklijnen (gerekend _ 
van raakpunt tot raakpunt) is eene onbepaald verlengde 
lijn gebracht. Bewijs, dat de raaklijnen, uit een wille- 
keurig punt dezer lijn aan beide cirkels getrokken, onder- __ 


_M en N zijn de gege- 
ven cirkels, ABen AB 


P is een punt van de 


getrokken, men moet 











ï 


he 











Tweede oplossing. 


In A PMP is PE? —= MP? — MF? en in A PNG is 
PG?= NP? — NG?, dus 
PF? — PG? = MP? — NP? — (MF? — NG®), 
maar uit A MHP en A NHP volgt MP? — NP? = MH? — NH? 
dus PF? — PG? = MH? — NH? —(R2 — rf?) —= 
(MH + NH) (MH — NH) — (R? — r?)—=MN Xx (MH — NH) 
| (R? — r?). 
Trekt men CK //AM//BN, zoo is MK —= NK en dus MH — 
NH == 2 KH. Men heeft daa 
PF? —PG? = MN X2KH—(R?—r?) . . (1) 
Maar trekt men NL//AB, zoo is A MNL KCH. dus 
MN:CK = ML: KH of 


MN: SET (Re): KH, dus MNX2 KH = R2 #7, 


Denia in verg. (l) vindt men: 

PF: — PG? =0 of PF —=PG. 

Ook bij dit bewijs is gebruik gemaakt van de aan het slot 
der eerste oplossing genoemde stelling. 

Aanteekening. De lijn CC’ draagt den naam van machtlijn 
en is de meetkundige plaats van alle punten, waaruit de raak- 
lijnen aan de cirkels M en N geliĳĳk zijn, Had men niet de 
uitwendige, doch de inwendige raaklijnen getrokken, zoo blijft 
het bewijs onveranderd. Hieruit volgt deze stelling : 

De middens der vier gemeenschappelijke raaklijnen aan twee 
cirkels liggen in eene rechte lijn (machtlijn). | 
De behandelde stelling geeft aan- 
leiding tot belangrijke toepassin- 
gen. Raken de cirkels elkander, 
zoo is de machtlijn de gemeen- 
schappelijke inwendige raaklijn, 
snijden de cirkels elkander, zoo is 
de machtlijn de sniĳlijn des cirkels. 

Trekt men uit een punt P der 
machtlijn de snijlijnen PQRen PQ'R', 
Zoo is PQ x PR == PQ XxX PR, 
bijgevolg heben Q, R‚ Q' en R' op éón cirkelomtrek Q. 





__(Smits, Meetkundige EE no. 763.) De machtlijnen 






der cirkels M en N,M en O, _N en O gaan doe één a va 5 
Deze stelling Sint 0. a. on bij de oplossing van het — eN) 
bekende werkstuk: Zen cirkel te construeeren, die door twe 5 A04 
gegeven punten gaat en een gegeven cirkel Pao B. W. M. 


782. Op den straal van een cirkel twee gelijkvormige gelijk- B 
beenige driehoeken zoo te construeeren, dat zij den straal 
van den cirkel tot som der basis hebben en de Ree in 
den cirkelomtrek valt. 

(Pror. Kar Korer, Meetk. Vrgst. no. 365.) 


Oplossing. 


Analyse. Zijn ACB en BDM de ge- 
vraagde gelijkvormige gelijkbeenige drie- — 
Be zoo is dus AB + BM =r, AC ei 
—= BC en BD—=MD=R. Trekt men 
MO, zoois A AMC@ A BDM, wanthet 
zijn geliĳkbeenige driehoeken, waarvan 
de opstaande zijden gelijk nk terwijl | 
‚CAM =/ MBDis. Bijgevolg is 

AC =MB. 





Uit A ACB BDM volgt nu: 
AC:BD =AB:BM 
of BM: AM= AB: BM. 
De lijn AM is dus in het punt B in uiterste en middelste 
reden verdeeld, 
Constructie. 1. Verdeel AM in uiterste en middelste reden, 
zóo dat MB het grootste stuk is; 

2, Beschrijf uit B met MA en met MB cirkelbogen, die 
den cirkelomtrek in D en C snijden ; | 
3. Trek MD, BD, BC, AC dan voldoen de driehoeken _ 
ACB en BDM aan de vraag. | 
Bewijs. Het bewijs volgt uit de analyse. Men vindt steeds 

een paar driehoeken aan elke zijde van den straal. 0 
B. W. M. 


183. De stralen, die een koorde in 4 gelijke deelen verdeelen, 
verdeelen in ’t algemeen den boog, die bij de koorde Ee 
behoort, in 4 deelen, die 2 aan 2 dln zijn. Bereken, Lal 
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RE G Jin 8 in het geval, dat zij den boog in 4 gelijke deelen ver- 

Ber AN deelen , de lengte der koorde in deelen van den straal, 
_ bepaal hr afstand van het middelpunt en geef op, hoe 
zij geconstrueerd kan worden. 


Oplossing. 


Zij in cirkel M (fig. 1) AB eene 
„willekeurige koorde, welke door de 
stralen MF, MG en MH in C,‚ D en 
E in 4 gelĳĳke deelen verdeeld wordt en 
boog AGB { 1809, 
Trek MA en MB, dan is A ACM 
PD A BEM, omdat AM = BM, AC—=BE 
en / MAC =/ MBE, als basis hoeken 
in den Eke tenigen A ABM; dus / AMC =— BME, òf 
LAMF = / BMH, derhalve Bain AF == boog BH. 

ACDME2 A EDM, omdat zij de zijden om den rechten hoek 

D gelijk hebben, dus 
CMD =/ EMD, òf / FMG =/ HMG, 
derhalve boog FG == boog GH. | 

Trek GE. In den rechthoekigen A GDE is GE > DE, 
maar DE — BE, dus ook GE > BE. In de AA MEG en 
MEB is MG = MB, ME —= ME en GE ) BE, derhalve is 
ook / GME >) / BME, òf / GMH ) / BMH, derhalve ook 

boog GH ) boog BH. 

Verlengt men de stralen door het middelpunt heen tot zij 
boog AKB > 180° in I, K, L snijden, dan volgt uit de ge- 

lijkheid der hoeken, dat boog IK — boog KL en boog AI = 
boog BL. 

Is boog AGB — 180°, dan vallen C en F in A, E en H 
in B en wordt boog AF == boog BH == 0°, terwijl dan boog 
FG — boog GH —= 90° vond 

Is boog AKB een weinig ) 180°, dan is boog AI — boog BL 
zeer klein. Laat men Bebe: AKB toenemen, dan neemt ook 
boog AI toe en eindelijk wordt boog AI > boog IK , zooals 

Pemsfie. 1. | 
__ Hieruit blijkt, dat ergens boog AI == boog IK — boog KL 
— == boog BL is. 
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Onderstellen we, dat in fig. 2 de stralen , die de koorde AB ke 

in C, D en E in 4 gelijke deelen verdeelden ook den boog _ / B 
_AKB S 180° in I, K en L in 4 gelijke deelen verdeelen: 
Dan is ook / BML = LLMK =/ KMI =/ IMA. ) se 


Fig. 2. Verleng AM tot N, dan is Ee 
ZL NMH=—=/ IMA D 
en LGMH=/ KML p 

maar LIMA =/GMH, 

dus ‚NMH==/ GMH, 


zoodat MH de bissectrix is van ‚.DMN, 
buitenhoek van A AMD. Derhalve 
AE:DE=AM:DM=3:T, is 
1 1 B 
| en DM es 3 AM es zh 
Daar DM | AB is de afstand der koorde tot het middel- 


1 k 
punt = 5 R. Men vindt nu dat de lengte van 





AB —=2AD —=2 AM? DM 2 VR RR? 


1 
== ls X de zijde van den ing. reg. 4-hoek. 


Constructie. Trek een straal MG. Neem daarop van het 
en af een stuk MD —= „R en trek door D eene koorde 


ADB | MG, dan is deze de ee 

Zie: „De Fiad der Wiskunde’, IV (bl. 215—217) en V 
(bl. 87 en 88) voor het geval, dat de stralen, welke een 
koorde in 3 gelijke deelen verdeelen, ook den boog in 3 ge- 
lijke deelen verdeelen. 


784. In een A is eene lijn uit den top naar de basis ge- 
trokken. Men vraagt daarin een punt te bepalen, zoodat _ 
de loodlijn daaruit op de basis neergelaten, middel- 
evenredig zij tusschen die op de opstaande zijden. Ce 

H. SreRsMA. 
Oplossing. 
Zij ABC de driehoek, BD de getrokken lijn met P als puut, 
dat aan de voorwaarde PG x PE — PE? voldoet, als PG, PF 
en PE de loodlijnen op de zijden voorstellen. Trek door P 


bk 








de lijn HI //aan 
de basis, en uit 
H en I loodlij- 


nen HK en IL 
op de basis neer, 
dan wordt. 
A PGH» 
A HKA, 
dus : 
PG: HK = HP: AH 
en evenzoo APFIm A ILC, 
zoodat IRE TOPI, 


Door vermenigvuldiging 
GE PE: IL HK HPT AEX TO 
en daar ondersteld is: GP x PE —=IL x HK 
is HB BTEs ATI 
of: HP: rAH Se a0' PT: 

We hebben dus de vraag teruggebracht tot deze: eene lijn 
evenwijdig aan de basis te trekken, die door BD zóó verdeeld 
wordt, dat het produkt der stukken gelijk is aan het produkt 
der onderste segmenten van de opstaande zijden. 

Trekken we door B eene lijn, // AC en verlengen AP en 
CP tot ze die lijn snijden in M en N, dan volgt uit de even- 
wijdigheid van HI en MN 

_(AAHP»A ABM): HP: HA =BM: AB 
en (A CPI CNB): IC: PT —= BCO: NB; 
maar zoo pas vonden we: HP: AH =IC: PI, dus, daar deze 
met elk der laatste evenr. eene reden gemeen heeft, is 
BC: NB == BM: AB. 

Uit A NBP ACDP volgt: NB:DC=BP: DP en uit 

ABMPx A DAP volgt BM: AD = BP: PD, dus 
NB:DC = MB: AD, 
BRA BN — ROX De AD on BN2— SEXE XD, 

We komen dus tot deze constructie: 

Trek door den top B eene lijn (/ de basis, en zet ter weers- 
zijden stukken uit = yv” uit het produkt der opstaande zijden 
x de verhouding der basis deelen, deze juist in tegengestelde 


BN en OEE TA AAE a dl RAE Le MPN 
nik id OAT MA et BAE er, 






volgorde genomen. Vereenig de uiteinden met de togenover Se | 
staande basis einden en het snijpunt levert het begeerde punt. zh ze 
(De drie lijnen NC, MA en BD snijden elkaar in ’t punt P)_ ze | 

Het bewijs ligt in de analyse. 
Hoe de redeneering gewijzigd wordt, als de lijn BD het _— 
verlengde der basis snijdt, zal de lezer wel kunnen nagaan. 
H, SieRsMA JE. 


A / 
zit en 





Tweede oplossing. 


Neem in A ABC op, 
de lijn CD een wille- 
keurig punt Q en laat, 
hieruit loodlijnen QV, 
QU en QS neer op de 
zijden van den driehoek. 
Construeer de middel- 
evenredige QW tot de 
lijnen QV en QU. (Deze 
constructie is uit de 
figuur weggelaten.) ‘Zet die gevonden lijn op QS uit als QW. 
Trek vervolgens door W een lijn MN // AB, dan is figuur MNC 
met alle daarin voorkomende lijnen zo met d gevraagde figuur. Ek 
Het gevraagde punt P moet gelegen zijn op de lijn CD èn otd 
het moet van CB verwijderd zijn op een afstand PR, dienwe 
vinden uit de evenredigheid: CN: BC = CI: CK =QU: PR. 
Nu is PR geconstrueerd. Zet nu in C een loodlijn CL op 
CB en maak die gelijk aan CK = PR; trek door L een lijn 
|| BC, dan zal ’ snijpunt van deze lijn met CD het gevraagde 
punt P geven. G. V. 





785. Van een A ABC zijn gegeven Z A —= 30°, AC =4, 
BO =—=3. Bereken den straal van den cirkel, die door 
de voetpunten der loodlijnen gaat. 

(K. 1. 1884.) W. A. W. Moro. 


Oplossing. 


De voetpunten der loodlijnen zijn de hoekpunten van den is 
hoogtedriehoek van A ABC. De omgeschreven cirkel van den € $ 
hoogtedriehoek is de negenpuntscirkel van A ABC. Zijn straal … 





BNN 
Beesd s gelijk aan “de helft van den straal van den omgeschreven 

k B RE van A ABC. (A. J. van Breen, Merkw. punten en 
_ljnen van den vlakken driehoek, bl. 31.) 

__ Laat uit C de loodlijn CD op AB neer. In den rechthoe- 


kigen A ACD is / A == 30°, CD =3AC —=2, dus AD==23. 


In den rechth. A BOD is BD —= 1/5. Omdat BC > CD en 


{ AC zijn er 2 AAS ABC met de gegevens te construeeren. 
Men heeft nu AC —=4, BC=3 en AB= 2, 3 tE vö, 





ie EE 
Ì En B B 3. Ak v5) Et 
4. 5@r8 +5). 2 
1 1 


_De gevraagde straal is dus = 5 R RL 
W. A. W. Morr, 
Tweede oplossing. | 
Beschrijft men om A ABC een cirkel, dan is 
LÂÁ =5 boog BC == 30°, 


dus boog BC— 60°, zoodat de koorde BC =R en R=3 is. 
Verder als boven. 
„Opmer KR Het B AC == 4” is niet gebruikt. 
W. Meiser. 


786, Wanneer men met de drie ongelijke segmenten , waarin 
de zijden eens driehoeks door den ingeschreven cirkel 
(straal — 7) verdeeld worden, een driehoek construeert, 
waarvan men de stralen der in- en omgeschreven cirkels 
door 7, en R,‚ aanduidt, dan is r? =2r, R,. 


Oplossing. 


_ Noemen we de zijden van den oorspronkelijken driehoek a, 
b en c, en die van den nieuwen driehoek a,, 5, enc,, dan is 


j A s 
a,=S—a, bj =s—b, Cj =8-—C en 1 
a,b,c 


{1 ‚ dus 





: I 
Verder is #, = + en R,‚ = 





Are Fn AEN } 







Ole Oaks, se bie TAO EEN 
or, Rj=2.d, EV TEE PATS dr 


_(s—4) (s —}) (do 0) IN Zedd, An 
s ges e 
787. Als men de binomiaal-coëfficienten van de ne-macht resp. EN 
Ö nt 
vermenigvuldigt met 1, 7, 72, 75, Ar dan isdesom 
der komende producten de 3e macht van de som dier 
binomiaal-coëfficienten. Bewijs dit. | H. 8. De 
(N.L. W‚ A. Graveraar, Vrgst. bij tLrb. d. Alg. lest. 125. B 
Oplossing. LEN 
Naar aanleiding van S$ 100 (bl. 88) opmerking 4. Leerb, 5 4 
; Algebra GRAVELAAR de men in de formule | ve 
n(n— Ee nT? ee 
(ad) za ia Wb En Di Hv + EEn 
n(n— an 2 n—2 nn ‚nl ” re en 
eed b_ + je bb B 
alen b=?7 dan vindt men: ren. 


danser eh To zt 
gr D (ht EN main nnee edn te dn APS 





LS edes 5 
_De coëff. zijn dus achtereenvolgens vermenigvuldigd met es 
DT Ts DT EE 

BE genoomde opm. is EN 
—Ì n(n—l Dd 

Dn OI TE 

zoodat Ji de 


(n—1)(n—?2 B 
ne en 


EA 

n(n— 1) n—2 n rh, ni é ee 

Tae tra en 

nn, n(n—l) Led 
(lime teen rin 

Ee SrmmsMA:” Sd 

788. Bepaal k zóó, dat de vorm | ae 


k (z? y> + cr 22 + y? g gent (oe En y* te z) 
deelbaar zij door z Jy + 2. H. 8. 
(N. L. W. A. GraverAaAR, Vrgst. Lrb. AE le st. ee 









N : et es rr a ded PE 
hen ike 'd ii Te Pt 
fi ej AMT p *a L, & 
fr A Ä N % 






Op lossing. 


uit 8 ur en verv. van ’t Leerboek leidt men af: 
En _ Verandert een vorm, die deelbaar is door # + a (of # — a) 
Er wanneer men Ja (— a) door — a (+ 4) vervangt, dan 
___is die vorm ook deelbaar door # — a (z + a) en herhalve door 
stat, (Daartoe is noodig en voldoende, dat de vorm alleen 
„evenmachten van rz en a bevat.) 
Nu is k (w2y? H- y?22 HJ 2222) — (wt Hy +2*) deelbaar door 
vd-yt-e,en daar de vorm niet verandert, als we z door — 7, 
of y door —y, of z door — 2 vervangen, is de vorm ook 
KE: __deelbaar door het gedurig produkt: 
Zn (dye) ledge) eg) ys) 
B eg gereten Ht) 
Omdat nu elk der termen #*, y* of zt in coöfficient en tee- 
Pen ken met den gegeven vorm Metin blijkt k= 2 te zijn. 
. H. SrersMa, 


Bie “789, Herleid 








Se a? bee? (a? —d?)(b2 —d?) (C° — en 

BE EER 

k EE: (he e?) (b? Re e°) (c2 — e) 

E + e? (e? — d?) EE 

BE N. L. W. A. Graveraar, Vrgst. Lrb. Alg. le st. no. 279.) 

Oplossing. 

_a2b?e? , (a? —d?) (b2—d?) VREE. (a? —e?) (b2—e?) (Cc —e?) 

Zi d2e? _ d? (d?—e?) e? (e?*—d?) 

0: __ abe? e?(a’— —d?) (b2—d?) (ce? —d2) — d? (a? —e?) Ge 
dze? dre? (e*—d?) 


Stelt men in den teller e= d, dan worden teller (en onee 
__ = 0, dus moet de teller Deelbare zijn door e — d?, 

Die teller is: 
Oe? fa?bte?—d? (a2b2harc?Hb2e?) J d* (a Hb2HC?)—dE | — 
Er: _d2ta2b2c? — e? (a? bea? ec? Jb?e?) Jet (a? Hb?) eb | 
e ms (e?—d?)fa?bee2 dre? (A2 He?) — (a? Hb? FC?) (d° xe?) | 
__zoodat de vorm wordt: 
a2b2c? Gaber reta pb2te?) == arb? Het —d—e?, 


teke dre 
: H. StersMa. 











Vaes 3,rJ3y=—= 6, waaruit s= 15s 






N dr FAO RA 990 : 
TR ENE oh 
790. Bepaal de EN van zen y voor 
gelijkingen EN 
T2 Hay + De == 35 — Wx — 2 fn 
23 21yS oi 
en e= eye 3 Rn 
(Verg. ond. Hfd. d. Sch. Rotterdam, 1: 12 en 13 Feb, 
Oplossing. ini 


In plaats van 
Ba de en 52e 
kan men schrijven: 


(wv +4)? Laanen 
waaruit men vindt: Tee ee 
vJ-y=3 en Sn en 


3 — 2743 
T— 3y 
kan men schrijven : 
(e+ 3)? He +39) —42=0, 
waaruit men vindt: 
xJ-3y—=6 en 2 En 
Men heeft nu: 


In plaats van 


ien 6 
| 


edy 3e y=, nr Se 
edy daddy, » vd, 


791. Bewijs, dat de som der breuken van den vorm: 


Be BE 

PD 
tot de grenswaarde één nadert, als men aan p en 
waarden 1, 2, 3, 4,.... geeft. 


(NT. W. A, Gravaraán, Vrgst Leb. Alg. le st. zoa 
Oplossing. | 


Men zie voor de behandeling dezer reeksen : 









| we en eed des REE daarna bij p — 2 dere 
ZA dio rij waarden van q en gaat aldus door, dan vindt men : 


Satan Rt En 
atatat he En î 
EFatat A sE 
enz., dus 
an Him Niotoatastet Re | 
ADG Del-Ded-Del 
en ES 1. H. A, 


7. Als 2n +1 een ondeelbaar getal is, dan is 
P1,2.3-4. ln =1.n js 1 
deelbaar door 27 + 1. beijs dit. H. VERHAGEN. 

ze (N. L. W. A. Graveraar, Lrb. d. Rek. I, $ 289, no. 170.) 
RE Oplossing. 

k Zooals wij weten, leveren 12, 22, 32... #? de verschillende 
B kwadraatresten van het ondeelbare getal 2 J- 1, Bovendien 
weten wij, dat (n + 1)?, (n +2)? (n + 3)*.… . (37)* dezelfde 
E kwadraatresten in omgekeerde orde opleveren. 

___Het gedurig produkt (1.2.3.4....7)* geeft dus bij dee- 

__ling door 2n +1 dezelfde rest als hak gedurig produkt 

Ee bo H 1). (n 2). (n H3). (27) 12. 

Volgens de stelling van Wiuson is 

{1.2.3.4....(2n—1).2nl +1 

___een veelvoud van het ondeelbaar getal 2n 41, 

_  dus{1.2.3.4....(2n — 1).2n) = —1 + een (Qn+1) voud, 
en {1.2.3.4....(2—1).2nl?= 1 + een (2nH1) voud, 

_ of {1.2.3.4....n}? Xin tlD.(n +2)....(20)}? 

___ _=l Jeen (Qn + 1) voud. 

Maar daar elk der factoren, waarin het eerste lid ontbonden 

Ee is, dezelfde rest geeft, moet die rest +1 of —1 zijn. 





ide - 
et efr 


PET ME 







Derhalve (1.2,3.4.. Ene =H 1 + een (2n de 5 von ER 
(L.2.3.4...nt= 1een(2ntijvoud, 
en CE: ban) — 1 = een (2n + 1) voo) te 
793. Hoeveel getallen van p cijfers zijn er in het n-tallig Ee 1 
stelsel ? H. VERHAGEN 
(N. L. W. A. Graveraar, Lrb, d, Rek. IL. S 289, no. 171.) 


| Oplossing. | Rn a 
1. Het grootste getal van p cijfers in het n-tallig stelsel is ze 
nl; JAN 
het grootste getal van (p — 1) cijfers in het n-tallig stelsel is ve 
pl Der 

n 


— 1, TE bh 
Tevens duidt » —1 aan, hoeveel sl in het n-tallig 


stelsel voorgesteld worden met 1, 2, 3....peiĳfers; zooduidt de 


Ee aan hoeveel getallen in het a. stelsel uit l, 2, 3, Ò 


‚(p — 1) cijfers bestaan. 
Het verschil 
Ë p p—l —l 
Hdd Tedje tek n° 
wijst aan , hoeveel getallen van p cijfers er zijn. 


2. Als elk cijfer op elken rang mag staan, is het aantal 





getallen van p cijfers in het x-tallig stelsel het aantal her- RO, 
halingspermutaties p aan p van # elementen, d.i, “. Ee 
Maar de O mag niet op de hoogste plaats staan ; daardoor re 
valt het „de deel.der getallen af en we houden over Te 
AAE al 8 


794. Hoeveel cijfers moet men schrijven, als men in het 


n-tallig stelsel alle getallen van 1, 2, 3, 4,.... p cijfers f 
opschrijft ? H, vanni 1 
(N. L. W. A. GraverAAr, Lrb. d. Rek. I, $ 289 no. 172.) 4 

Oplossing. ee 


Volgens het vorige nommer hebben wij : 








de ge Pet. van 1 ef, die samen hebben (n—1) X | = n—1 cijf. 


Renet, nn dn on » „_ An—l)Xn= nn n 
MDN On 3 nnn „ 3%n—l)Xn?=3n? nt 
el pi 
EE » „ _pln—l)X nn ‘=pn —pn „ 
Het totaal aantal cijfers in al die getallen bedraagt dus 
pan Ae L__n—l 
er AN n—1 
n—1l 
Opmerking. Als n=—=10 is, vindt men 
p 
p 10 —1 
Pp . 10 B an Oer 


795. Hoeveel drieën en hoeveel nullen moet men schrijven, 
als men in het tientallig stelsel alle getallen van 1, 2, 3, 4, 


„….p cijfers opschrijft ? H. VERHAGEN. 
(N. L. W. A. Graveraar, Lrb. d. Rek. I, $ 289, no. 173.) 
Oplossing. 


We zullen de vraag eerst voor het „=tallig stelsel behandelen. 

Bij de getallen van 1 cijfer schrijven wij geene enkele 0. 

Bij de getallen van 2 cijfers komt alleen in den rang der 
__eenheden eene O0 voor, en wel zooveel maal, als er getallen 

_ van 1 eiĳfer zijn, dat is....(x — 1) nullen. 

Bij de getallen van 3 Bers komt de nul voor in den rang 
der eenheden en in dien der n- tallen, en wel zooveel maal in 

elken rang, als er getallen van 2 In zijn, dat is in elken 
rang (n— 1).n, en in het gcheel 2(n— 1). nullen. 

Zoo kunnen wij voortgaan en komen dan tot deze conclusie : 

„het aantal nullen, die in de getallen van 1, 2, 3....p 
cijfers voorkomen, komt overeen met het aantal cijfers, die in 
de getallen van 1, 2, 3....(p — 1) cijfers gezamenlijk wor- 
den geschreven.” 

Het gevraagde aantal nullen in het „-tallig stelsel in de 
‚ getallen van 1, 2, 3....p cijfers is dus 
| de 


et 
GL 















het aantal Ren gevonden is, is het aantal der overige 5 
fers gemakkelijk te bepalen. | DEE 
In het geheel gebruiken wij ‚ | 

8 | 


pit Ad, 4 
Deed cijfers; 





daaronder zijn 





ET 
BD BS nullen , 
blijft overige cijfers: 

p p nr 
LD pl pl 
Ta —n 

pl 
En — pn 
=p hej 


Maar die overige cijfers zijn 1, 2, 3....(n-—1), d. h er 


zijn (n— 1) verschillende; ieder hunner komt dus pn 
malen voor. Á 


In het tientallig stelsel schrijven wijs dus p 10e keeren — 
de 3, maar ook de 1, de 2, de 4,.... de 9, als wij alle.” 
getallen van 1, 2, 3....p cijfers opschrijven. 

En, zooals op dzelfde bladzijde (no. 174) van het leerhiekn 
van den heer GRAVELAAR voorkomt, de som van al de cijfers is: ze 

a. voor het p-tallig stelsel: KE, 


| DURE 14243... (nn —l) 


b. voor het 10-tallig stelsel = p. 107 * 45. | 
H. VERHAGEN. ls 
796. Als men de pde macht van 10 door 17 deelt, is de rest 
3 en als men de g-de macht door 17 deelt is de rest Derale 
Wat is de rest, als men de p + q-de macht door 17 doelt? — 
(J. VERSLUYS, Dibh. en Rep. br, no. 19.) 1 


p—l 7 (n=) 
lek 

















a 
Ze Zij 10 el 17m EL 3 | 
ei B 10! —= 17n J-5, dan is ook 
107.10 =(ttm 43) (ln H5) 
Kovot- | 10° Y 172 +5. 17m 4-8. 170 +15 


17 (lZmn + bm + 31) 4-15 

Bt ___=17-voud J 15. 

9 an De gevraagde rest is dus 15. 

Rat. Bewijs, dat » (n — 1) (n — 2) en n DE — 1) (2n — 1) voor 

K ____elke waarde van » deelbaar zijn door 6. 

Q. VersLUYs, Dlbh. en Rep. br. no. 20.) 

Er Oplossing. 

Er Ke. Bewijs, dat n(n — 1) (n — 2) deelbaar is door 6. 

8 Ee Als „ een geheel getal voorstelt, zijn (xn — 2), (n —1), n 
__8 op elkaar volgende getallen. 

E Als „ even is, dan is ook (n— 2) even. Is » oneven, 
dan is (n — 1) even. 

__ In het gedurig product is dus minstens een factor 2 aanwezig. 

Verder kan #» een 3-voud zijn of een 3-voud + 1. 

___… Is » een 3-v., dan zijn (n — 1) en (n — 2) dat niet. 
___\ Is » een 3-v. 41, dan is (pn — 1) een 3-voud en (n — 2) niet. 

_ Is „ een 3-v. — 1, dan is (n — 2) een 3-voud en (n — 1) niet. 

Het gedurig product bevat dus minstens een factor 3. 

n(n — 1)(n — 2) is dus deelbaar door 2.3 == 6. 


Bewijs, dat n(n — 1) (2n —1) deelbaar is door 6. 
___Als „ een geheel getal voorstelt, zijn (n — 1), nen (n + 1), 
EE _ alsmede (n — 2),  —1) en » 3 op elkaar volgende getallen, 
__Derhalve (Nn — 1)» (n J- 1) = 6-voud 

(Nn — 2) (n — 1) n = 6-voud 


EE ee eptellen 
BATT Be Bee = 6-voud 
iof n(n— 1) (2n — 1) == 6-voud, 
Jo 798. Los de vergelijking op 
B Ì 1 
À ARE VK (e +2) 10 — 2 re 
1 4 
Bis, | en 2r5 — 2. 
B Vlet?) wv (y-2)T 
B (E. J. Bos, Lrb. d. Alg. II, ze dr.) S 172 no. 48.) 


ee Rn De Aen der Wiskunde, VII, 15 


ú nd 


RR. 









Oplossing. 
| ne An 
v (re 4-2) 102 (y —2)=0 


di 
v (rx J-2) —= 7 0 8) 


Substitueer deze waarde van v/ (w }-2) in de tweede ver 


gelijking, dan wordt zij 
4 





en A 
v10(y—2) v(y—?) OD | TR 
4410 v5—brv2 | a 
ZIOWE) e 2 | Rn 
; 2 DS | Aen 
__waaruit Vv (y —2) = EER 3 e= Aan | je 5 
…_Nu wordt we mien —= AR 
od2=jenztz=d. de DN: 


799. Een driehoek te beschrijven, waarvan 2 zijden gegeven ij 
zijn en de rechte lijn, die den ingesloten hoek midden- 
door deelt. 
(J. VersLurs, Meth. Opl. Meetk. Vrgst. $ 30, no. 4.) 


CE bekende waarden, 








Oplossing. 
Zij ABC de gevraagde drichdk met PRE 


de topbissectrix CD =m. Trek door — 8 
A een lijn evenwijdig aan BC, die het 
On van CD snijdt in B, dan. is S Be 
. A CAE gelijkbeenig; TS AR 3 

5 A ADE» A BDZ. CNR 
Hieruit volgt: AB = AC 
AE x CD Ae 

zoodat CE = Ae, x CD. eh Si 
LBO ca 


Zijn nu BC —=a, AC =ben CD Rts zak ze 
gegeven, dan hebben dus ook AE en — 
Dit leidt tot de volgende constructie: 











p Ki b he rd Y ek E 
PEN Pe N « nd GARE ELAN DA rs WOE 
ee srt Bug REED WAS Dt RCN An PAPE: ne fe Tr Ep 3 
DE Ane Ô es Wi see 6 


MANE PMT TED OET, Re Ne, hrerrd RR 
\ EA 7 te AAN p / } 
Ant Mert, fi, 
b 8 PEN ve CM EE maks f 
Ke he U, Ô , { hk 


B een rn CE= 2 ik „m, beschrijf uit C en E 


met b eirkels, trek door hun snijpunten À en F' lijnen AC — 6 
ko en BC = a, ak vereenig A met B. 


Bind. „Het bestaan van een driehoek eischt„ dat de 


in ee cirkels C en E elkaar snijden. Daartoe is noodig en vol- 
doende, dat CE {2AC, dus En ‚mW of m < 


2ab 
| ad-b' 
Een andere oplossing vindt men, zoo men AD en BD in de 





____drie gegevens uitdrukt en vervolgens AB construeert. Men vindt 


Nj 7 
NRE. 2 
ei . 


2 2 
ega TE 
a b 
en Aer 
ab 





v (a2b? — abm?). 

M. Srmons. 
Tweede oplossing. Í 
Van A ABC is gegeven: 

de zijde AC —= b, de zijde BO = a en de lijn CD = m, 


á 5e die ACB dd eldoor deelt. 


_ Zij de driehoek geconstrueerd. Verleng AC met een stuk 
CG=BC. Verbind G met B, dan he A BCG gelijkbeenig, en 


ee OD EL ACB, 


dus CD//GB, Derhalve AC: AG =CD:GB 
3 of b:(ad-b)=m :GB, 


De 5) 


dus GB = ‚ zoodat GB te construeeren is. 
_ Van A BOG. zijn nu de 3 zijden bekend, zoodat hij te con- 


EN sEeidiren is. Is deze driehoek Ea dan is / G en 


dus ook 2 maal / G of / ACB bekend, zoodat A ABC be- 

schreven kan worden. We hebben dus deze constructie. 
Construeer eene 4e evenredige tot b, ab en m. Zij die 

4e evenredige — GB. Construeer op GB als basis een gelijk- 


De __beenigen driehoek BCG , waarvan de opstaande zijden elk == a 
zijn. Verleng GC =a Ze CA =b, verbind A met B, dan 


is A ABC de gevraagde. 
_ Bewijs. Van A ABC zijn 2 zijden AC en BC == b en a, 
dus gelijk aan de gegeven zijden. Daar / ACB = 2 maal / G, 


Re zal, als CD de lijn is, die / ACB middendoor deelt, L DCB 





B == Be en dus CD // GB zijn. 






Dus 5: (a Jb) = cp: GB en We GB de 1e orenrolige bot — es is 
b, ab en m (de gegeven bissectrix) is, is ook CD = m Ze LE 
B gegeven bissectrix. Van DER WAL EN Versoran. Es 
Derde oplossing. De 

Zij in A ACB de bissectrix CD =m, BE =a en AC. zb , 

Stel AD = # en De dan is 
=—= ab — &y 

Semen — me? =p? 
Ge 


# 
Verder is v:y—=b:a 


Di, y—=b:d 
pay b:0 
pb peper | 
rh 
dus —E Bp Ne 
Waaruit «# en y te construeeren zijn. A ABC is dan ook _— Ee 


bekend. 


800. Druk de diagonalen, die in een regelmatigen zestienhoek ĳ 
het eerste hoekpunt met het achtste, het eerste met 
het vierde en het eerste met het zesde verbinden, uit in 
den straal des omgeschreven cirkels. 
(CO. Krarrer Kz, Lrb. d. Mtk. I, no. 549.) 

Oplossing. 
Gevraagd: AC, AD en AR. 

AC = 1 (AB? — BC?) | 


=v [(2E) — BE 
Ry (2212) | ij oe zi 
=Ry latr (@trf 
AF =R— „DE EON 


1 
=R-gRv (ve) 





B BEDS ARKE AB 
zede oval 
=Ryft-re-rl 
AE =BD= VBF. AB 
== 2R \R+5 Rv 2-2) 
=Rr 242. 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


232. Oplossen : zed-y=z=benyg Jr=3. Brurus. 














En: Re : AU 

E mrdy=d ye daoz=3 
A Ee Kenda y=3—r 
(5 4)? dus (5—2° =3—e 


ze — 102? Hr 22 —=0 
| (z— 2) (@3 J- 22 — 6x — 11) = 0 
7 dus v—2=0, waaruit #, =2 en y, =d —ajt =l. 
__Om de Ee wortels te verkrijgen moet men de derde 
machtsvergelijking 2% J- 22? — 6z — 11 = 0 oplossen. 
Bt Om den tweeden term te verdrijven stellen we z == U — 5. 
Men vindt dan 


Etje treedt 





B 11 
At : Et Ren mn! 
B f B BEE d 15u Pan 0. 
____Stel nu woe, dan wordt de vergelijking 
10648 11 
vs - es 
B 1 7290 nT 
EE dk 10648 
HA: De ee 
B 5 PL To 
B. 173 br 10648\ 173 HVT 
ee 3 =d EEE EN, Jed nn de 
EE u VCE 542 © 729 E 54 
173 4 31 — 1407 


5 Nuis o= 
EE: Er 54 
Bs en hieruit kunnen achtereenvolgens w, « en y berekend worden. 


BS Ë, J.C. Eezn. 





En Meth. en Theor. no. zl ge 
Oplossing. 


LB—-/C=. 
Gevraagd : A ABC te construeeren, 





= AB. Nuis BD = CE =b + e. 


Het et is opgelost, indien men A BOD of A BCE 1 4 


kan construeeren. 
Van A BCD is: Hog BD —=5 + cen / BOD = 


LACB HL ACD=L0HLD= 04 A 


=O 00° LB ELC 0e 
A BCD is dus bekend. 
Eveneens kan men A BIE bepalen, want BC = a, CE= 
b Jc en L CBE = 90° + jo. En 
Constructie en Bewijs laten wij over aan den lezer. 
Het vraagstuk is steeds mogelijk indien v {180 en b +c> ais. 


Aanteekening. Hetzelfde vraagstuk komt voor in dl. II van 


De Vriend der Wiskunde, blz. 4, no. 104, A. H.C. M, 


234. Twee kapitalen, die f 2000 verschillen, staan uit, het 


eene tegen 1°/, meer dan het andere. Kon men de ®, 
verwisselen, dan zouden zij per jaar evenveel rente op- 


brengen. Nu echter brengt het eene f 120 per jaar meer 
op dan het andere. Hoe groot waren de kapitalen en _ 


tegen hoeveel staan zij uit ? J. W.C. M. 
(Ex. Kon. Mil. Akad. 1887.) 
(VersLuys, Lrb. d. Rek. II, 7e dr., bl. 155, no. 72). 
| Oplossing. 
Zie: „De Vriend der Wiskunde III, 1888, no. 237, bl. 39”, 
Tweede oplossing. 
Uit de opgave blijkt, dat het grootste kapitaal tegen het 


Gegeven: BO =a, AC ge AB =b He ER 









Analyse. Om de gegevens in de figuur 2 Ee 
te brengen, verlenge men BA met een 
stuk AD —= AC of CA met een stuk AE 


grootste °/, uitstaat. De rente van het grootste kap. bedraagt _ 





x Ee 
in ik, $ 























8 ks grootste Brin met 1, terwijl het of, van het kleinste Re 
RE Bi hnot 1 vermeerdert, dan orden de renten van beide kapitalen 
_____even groot. De dente van het grootste kap. vermindert met 
IE ES Hee. gan het gr. kap., die van het kleinsto kap. vermeerdert 
____met 1°/, van het kl. kap., zoodat het verschil der renten van 
ES Be beide kapitalen met 1°/, van de som der 2 kapitalen vermin- 
je _ dert. 1 °%/, van de som der 2 kapitalen — f 120, zoodat de 
som der kapitalen 100 Xx f 120 — f 12000 Peet Gegeven 
7 is dat de 2 kapitalen f 2000 verschillen, dus is het kleinste 
E Eb kap. = f 12000 5 f 2000 
Re 5000 + f 2000 =f 7000. Bij verwisseling der percenten zijn 
de renten even groot, zoodat de percenten alsdan omgekeerd 
E _ evenredig zijn met de kapitalen. Zonder die verwisseling zijn 
de percenten derhalve recht-evenredig met de kapitalen. 
De percenten van ’t grootste en ’t kleinste kapitaal verhou- 
den zich dus als 7000:5000 of als 7:5. Het verschil dier 
percenten is 1, zoodat het grootste kapitaal uitstaat tegen 
Ks : 1 
Me 75 
Bt 
7—5 


EE 235. A wil / 100000 opnemen. Hij kan die leening sluiten: 


1°, tegen een jaarlijkschen interest van 4 2°, tegen 


een annuiteit (jaarlijksche aflossing door rentebetaling) van 


=—f 5000 en het grootste kapitaal = / 


X 7 Ie == 3 %, en het kleinste kapitaal tegen 


1 
Xx De INE 2 ine VaN DER WAL EN VERBORGH. 


5e °/ gedurende 50 jaren. Wat is voordeeliger en hoe- 


veel verschil geeft het, als hij zelf 4 °/, samengestelden 
interest van zijn geld kan maken. J. W.C. M. 
(Litt. Mathem. ex. 1884.) 

(VersLuys, Lrb. d. Rek. II, Ze dr, bl. 143, no. 27.) 


Oplossing. 


_ In het eerste geval moet A betalen: 50 jaren lang aan het 
Ee 9 einde van elk jaar 4500 gld, en aan het einde van het laatste 
TN jaar Rageanien 100000 gld. 





_ zetten. De eerste methode zal voordeeliger zijn a / 




















In het 2de a Eioek hi belde. 50 3 
einde van elk jaar 5250 gld., dus 750 gld. meer r dar i 


Iste geval; maar daarmeê lost ie tevens het Ke 
100000 gld. af. 


S —= 750 (1,04)*9 + 750 (1, Dn jn OZ. en Ank 150 
grooter is dan 100000 gld. 


1,0450 — 1 
EEN NO B Okin 85 
8150 Tori 18750 (1,0450_ Ds | 


log 1,04 _— 0,01703334 


log 1,0450 — 0,8516670 
log 18750 == 4,2730013 - 


LE Opt. 
log 18750 x 1,0450 = 5,1246683 ke 
18750 x 133250,3 , en zj 
dus S= 1145003. EENS 
Na 50 jaar kan A dus 100000 gld. betalen en zi houdt | 
dan nog 14500,30 gld. over. De eerste methode is dus voor= 
deeliger dan ie tweede methode. Ar HOM 4 


236. Bereken de koopsom van 25 balen rijst, wegende bruto 
1725 kilo à 18 centen de kilo netto met 5 Olo kor- N 


ting a contant, als de stille uitslag 2 je gool 5 ge wk 


De 
Be DTM 
r 


wicht 13 i ol, en detarra k kilo per baal bedraagt. 


(Verg. ond, Hfd. d. S. Rotterdam, Febr. 1892.) T. sô 
Oplossing. 8 BN 
25 balen, wegen. bruto. … „u % ve toe LEAO 
Stille uitslag 2%, ne NG 
1690,5 KG. * 
Goed. gewicht 18/,°… … an ee ho AO OKC 
| _1660,9 KG. ee 
Tarra 21, KG. per baal. „…. n OZ ORN 
Netto: „5 et TOREN zh 
[598,4 KGi-8f TO 18 eN an F a8T 
af korting 11/, fo: seen ete te en 
Koopsom: 5, Aran tes Wee Da 8 





ki Dn Ze (Met meer dan 1500 Gpgsven) Tweede verbeterde druk. 

Aal (128) Nijmegen, 1892, H. C. A. Thieme. . .. f 1,— 

___ Bij den herdruk heeft het 2e deel weinig verandering on- 

dergaan. Alles is zorgvuldig herzien; fouten in eenige op- 

gaven zijn verbeterd, enkele opgaven zijn veranderd wegens 

bezwaren bij de Be de redactie is hier en daar ver- 

beterd. In verband met veranderingen in sommige bewijzen, 

betrekking hebbende op bewerkingen met breuken, in deel I, 

hebben ook de $$ 141 en 142 verandering of bijvoeging 

ondergaan. Bij de herleiding van wortelvormen in S 151, 

153, 154 en 159 zijn eenige zinsneden vet of cursief ge- 

DEU? waardoor scherper uitkomt, hoe de herleiding moet 

geschieden, en welke resultaten He herleiding oplevert. De 

gemengde opgaven zijn door bijvoeging van vraagstukken, 

in de laatste jaren aan de K. M. A, opgegeven, tot 100 
B aangevuld. 

N. L. W. A. GRAvELAAR, Hebe der Planimetrie. (XII, 182.) 

Gronmeen, 1892, J.B. Wolters. … … …. … .…”. .… f 1,25 


ke ad Het Voorbericht vangt aan met de RE dat de Schrij- 
EE / 8 5 ver bij de samenstelling van dit leerboek rekening heeft trachten 
_______te houden met den 12- à 13-jarigen leeftijd, waarop in den 
Pi, ) regel met. het onderwijs in de meetkunde een begin wordt 
_______gemaakt. Verder wordt de methode van het onderwijs in 


de vlakke meetkunde besproken. Men leze het met aandacht ! 
Om den leerling tot nauwgezette studie te verplichten en 
„den onderwijzer het toezicht er op te vergemakkelijken, zijn 


BE ____in dit Leerboek geen figuren opgenomen. Zij zijn vervangen 
EE door beschrijvingen, die tot in bijzonderheden afdalen. 

______Dit is het eerste leerboek dat zonder figuren verschijnt. 
B Het zal ongetwijfeld goede vruchten dragen, als de onder- 


wijzer er zich aan houdt om den leerling zelf eerst de 
figuren te doen opsporen en teekenen. Hij ondervindt dan 
niet het nadeel, dat verbonden is aan eene door den leer- 
ling in de gedachte onthouden figuur met de daarin ge- 
plaatste letters. Het boek heeft op mij een goeden indruk 
gemaakt, Studeerende onderwijzers zullen er zeker baat bij 








vinden, als zij het naast hunne andere boeken eens nauw- EAN 


keurig doener 


Dr. J. Kors, Leerboek der Algebra, met opgaven. Tweede ZE E 
deel. (IV, 60.) Groningen, 1892, P. Noordhoff . . f 0,60 


Logarro’s Lessen over de Hoogere Algebra. Vierde druk. Op- 


nieuw bewerkt door A. E. Rahusen. Sneek, 1892, J. F‚ 


vanDruten’) (VIEL -445) om eet can é ‘oen 


Lorarro’s naam is in ons land nog EEN vereen Dita 
getuigt wederom de nieuwe druk van zijn algemeen bekend 


werk over Hoogere Algebra. 

In 1845 kwam daarvan de eerste druk uil. 

Zeven jaren later, in 1852, zag de tweede, verbeterde 
druk het licht. Daarin waren door den Schrijver lessen om- 


gewerkt, onderwerpen op eene meer strenge wijze behan- 
deld en was in een Aanhangsel het belen theorema 


van SrurM opgenomen. 

In 1879 verscheen de derde, geheel opnieuw bewerkte 
druk door Prof. A. J. van Pescn. Het aanhangsel uit den 
tweeden druk bekwam eene plaats als afzonderlijk hoofdstuk. 
In den tekst kwamen wijzigingen, terwijl in een aanhangsel 
de complexe grootheden en de determinanten behandeld werden. 


Thans is de vierde, opnieuw bewerkte druk verschenen. 


Daar Prof. A. J. van Pesom geen tijd had voor de nieuwe 
bewerking, is in overleg met Z.H.G. de bewerking geschied 


door den heer A. E‚ Ranvsen, die zich, zooals uit dezen 
geheelen druk te zien is, veel moeite en zorg voor de be- 


werking getroost heeft. 


Wijzigingen zijn er aangebracht, hoofdstukken oee | 


nieuwe hoofdstukken aan toegevoegd en — wat zeer gewaar- 


deerd mag worden — zeer veel oefeningen ter op de 


ingevoegd. 


Voor beoefenaars der hoogere algebra mag deze nieuwe 


uitgave dan ook zeker eene aanwinst heeten ! 
J. VersLuys, Leerboek der Rekenkunde. HEerste deel. Achtste 
verbeterde druk, (175.) Amsterdam, 1892, W. Versluys f 1,50 


Deze druk is vermeerderd en verbeterd. Aan elk hoofdstuk 
zijn vraagstukken toegevoegd, welke ten deele van theore- 
tischen aard zijn. Het is raadzaam het Derde Deel bij het 
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B ies ee Tre 
p P ' | 
Ben get Mbiken van hof Eerste Deel na te lezen , en wel om de 
B vele verklaringen, welke er in voorkomen. 
____In het hoofdstuk over maten, gewichten" en munten zijn 
25 veranderingen aangebracht. Verder is er een hoofdstukaan 
____toegevoegd over den betrekkingswijzer, dat den gebruiker 
__van het boek zeker zeer welkom zal zijn. 
ET VersLurs, Methodiek der Meetkundige berekeningen. (64.) 
Amsterdam, 1892, W. Versluys . . .… vlet OOC 
J. VersLuys, De berekening van Bereken en inhouden 
en de vormverandering van vlakke figuren ten dienste van Kwee- 
„kelingen. (VI, 62.) genase, 1892, W. Versluys. . f 0,60 


Een examen-vraag over een G.G, D. 


Zou het wel kunnen gebeuren, dat ge bij het zoeken van den 
___G.G.D. wel honderdmaal moest deelen, eer er een deeling kwam, 
4 1 _die opging ? Hiks 
_____(Mondeling ex. voor Onderwijzers, 1892.) 


Ja! Als A en B twee getallen zijn, waarvan de G. G. D. 
eerst na honderd deelingen verricht te hebben gevonden wordt, 
___dan zal de betrekkingswijzer uit 100 getallen bestaan, waar- 
____van het laatste grooter dan 1 is. 

Om nu twee zulke getallen A en B te vinden , moet men 
100 willekeurige getallen, waarvan het laatste 8 1 is, als 
B zersstallen aannemen. Men kan dan van achteraf begin- 
nende zeer gemakkelijk twee zulke getallen bepalen. 


B _ Uit het vorenstaande blijkt, dat het aantal dier getallen on- 
___eindig groot is. 

____Als men in den Peen de eerste 99 getallen gelijk 
aan 1 en het 100ste getal gelijk aan 2 neemt, aldus 

Ji Ea 

He: dan heeft men de getallen , welke noodig en voldoende gn 


B voor de oplossing. 
Men vindt dan tevens het kleinste paar getallen, dat aan 
de vraag voldoet. 











_ __ Een rekenkundig examen-vraagstuk , dat dies 
worden RIBeKEnTD, 















Het onderstaande vraagstuk is opgegeven op het jongste GR : 


examen tot toelating tot den Hoofdeursus te ADE Gaarne — Re 
pt pn 


andere Dn is. v. on 
Rekenkunde (3 Aug. '92). een 
„4e Vraag. Nan 11412 uur vn. 


f_ 2500 en verkoopt ze op voor waarde van de helft der won Oo 5 
som over 6, de andere helft over 12 maanden te betalen. 
Hoe hoog , hij den verkoopsprijs stellen om met den handel 
20 0/, (per jaar berekend) te winnen, als men den eed ed En 
het geld op 6°/, in het jaar rokend 2 


nn 


Foutieve oplossing. 


De helft staat een jaar uit. Hij moet hiervan genieten 6 0, — 
rente en 20°, winst, dus f 75 en f 250. Van de andere re 
helft een half jaar EL en een half jaar winst, dus 3 0/, rente weg 
_en 10°/, winst of f 37,50 en f 125. Verkoopsom dus 

2500 4-75 + 260 J- 37,50-J- 125 — f 2987, 50 


LN 


Andere oplossing. 


Over 1 jaar moet hij hebben f 2500 + 10 0 van f 1250 
+ 20°/, van f 1250 en 69, van 2500, dus f 2500 +125 
250 + 150 of f 3025. Iedere f 100 van de eerste helft 
geeft nog een half jaar rente, wordt dus f 103. Iedere f 200 

verkoop wordt dus f 203 na be jaar. Om f A Ne hebben _ 


025 
505 Maf ge 2980. 





moet hij dus verkoopen voor 


De beide door V. O. ingezonden oplossingen zijn fout. Af 
Immers beide gaan uit van de onjuiste meening , alsof de 
koopman na 6 maanden de helft van f 2500 terug ontvangt, 08 | 
en de juiste lezing zal wel zijn, dat de helft der som, waar- _ 5 | 
voor de goederen weer verkocht zijn, op dat tijdstip betaald “in 2 


WD hondalaar wil hebben 6 or. ente a 20 07, winst, dus 
met eind van het jaar wenscht hij te ballen over 
NR f 2500 Jf 150 + f 500 = f 3150. 

Nu krijgt hij na een half ia de beschikking over de halve 


E ‘verkoopsom; deze à 6 0/, uitgezet geeft aan het eind Ie en X 3 

























_verkoopsom ; voorts ontvangt hij aan het einde des et nog- 7 


8 E maals de halve verkoopsom, dus in het geheel is en 0 *5 À ; verkoop 


or 


B som gelijk aan f 3150, waaruit verkoopsom 
Di) ER 4 


__ 200 
= zoz “13150 = el 44, 


_JIntusschen dient het vraagstuk zeer beslist te worden af- | 
B _ gekeurd. 

k 6 _ Vooreerst toch weten we niet, hoelang de koopman het goed 
Ë __ in huis B alvorens hij het kan verkoopen. Maar bovendien : 


Re: als hij na — sar de halve verkoopsom ontvangt: wat doet hij 


Ee er dan mee? Maakt hij er dan alleen maar 6 °/, rente van, 
of 26°/, jaars? De verschillende transacties zijn niet nauw- 
: E keurig omschreven, dus eene goede oplossing is onmogelijk te 
geven. Hindelijk gaat de opgever van het vraagstuk uit van 

k _ de ongerijmde meening, dat de koopman maar een prijs te - 

stellen heeft, en dat hij dien dan ook maar krijgt. Men kan 

gerust PE rdeeRe dat de marktprijs zich niet veel stoort aan 

_zoo’n koopman. 

Het beste is, dat men op een examen zoo'n vraagstuk maar 

ter zijde legt en geen tijd zoek brengt om te raden naar de 

kk oplossing, welke de opgever er van zien wil. 





K Wat verstaat men onder de „Methode der kleinste kwa- 
____draten”? W. Meier. 


E __De Methode der kleinste quadraten, of der kleinste sommen 
van tweede machten, is eene rekenwijze, van welke de ont- 
BE wikkeling, de afleiding of het bewijs, op beginselen en be- 
Me: schouwingen van kansrekening steunt. 









o PG A VEN, ek 

waarvan de oplossingen vóór den 15° December 1892 sr 

bij den Redacteur A.J. van Breen te Arnhem eN 
worden ingewacht, 


821. Twee getallen hebben in het geheel 12 Hemtes doelers en 
(1 meegerekend); hoeveel kunnen zij er hebben, als men 
beide getallen met 5 vermenigvuldigt ? ; 

822, Als #=V3a? — 5b Xx P5at - 463, 
terwijl a recht evenredig afhankelijk 1 van 5, hoe hangt 
dan « af van 5? eg 

823. Als a en b onderling ondeelbaar zijn, wat kan dan de Je 
G.G.D. zijn van 34 — 3b en 2aJ- 35? ee 

824, Een getal van 4 cijfers te bepalen , zoodat de som van À A zÔ 
het cijfer der duizenden en dat der honderden het dubbel — 
is van het cijfer der eenheden. Beschouwt men het getal 
als twee getallen van twee cijfers, dan is het getal aan 
de rechterhand 13 meer dan het viervoud van het andere 
getal. De som der cijfers is 16. 8. pe Gast Jz. 
(Keeper, Vraagst. over stel-, reken- en meetk. no. Te cr 

825. Onderzoek, wanneer de vergelijking 


eHDfSlehi (at 0 ef hat pet =0 | 
reëele wortels heeft, S, DE Gasr Jz. AN 
(Journal de math. élém.) | B 
826, Neemt men voor den derde-machtswortel uit het gedurig — | 
product van drie op elkaar volgende getallen het middelste 
getal als benaderde waarde aan, dan is de fout kleiner dan 


On ble 
DE Res” nl 
er < > he ‚& 





7 


Tini DA waarin mm dat middelste getal voorstelt. Be- 


wijs dat. Zn 
(W. H. WisserinK , 4e verz. 8 19, 4) 

827, Als een getal B mn eijfers deelbaar is door d en 
men plaatst de eerste m cijfers van dat getal achteraan, 
dan zal het nieuwe getal nog deelbaar zijn door d, in- 
dien” 10°“ —1 deelbaar is door d. Bewijs dat. 
(W. H. WisserinK , 4e verz. S 26, 4.) | EAS 

828, In de reeks 1, 2, 3, 5, 8, 13, 2l enz., waarvanelketerm 
gelijk is aan de som van de twee voorgaande termen, be- ik 








Tk Dd e ee SRA en eet Peen 

RE EN GEDE RAN GE Mp 

N, HE : js Per: A Ì 

Er Be staan ata minstens vier en boat vijf termen, die 

En A uit hetzelfde aantal cijfers bestaan. Bewijs dat. 

(W. H. Wisserink, 4e verz. S 28, 1) 

ej go, Ontbind in RER 

Ajepe? das atd as at... tT 078 7 a 80, 
_(N.L. W.A. Graveraar, Vrgst. m. antw. Lrb. Alg. I, no. 622.) 


630. Substitueer «— (1 2 2E in: 
[loge i} F-|2log 2 Hog (2? — If log (2 + 1) — 


peel (e — 1) + (log (a? — 1); log (w — 1) + (log 2)? 


—- log 2 log (#° — 1). 
____(N.L. W. A. Graveraar, Vrgst. Lrb. Alg. I, no. Oe 
Boe Los w en y op uit de vergelijkingen: 


Bles)” | 

Mell log P (w Hy) __ 

KE DEED en (e +- 4) == 10. 
a 


<< _… (J. Versuuys, Lrb. d. Alg. II, Gem. vrgst. 19.) 

‘832, Welke waarden kan men aan « toekennen, zoodat z? + 3z 
8 en #? — 3x beide kwadraten worden? J.C. Eorr. 
e (J.C. Beer, Leerb. d. Onbep. Verg., bl. 141, no. 96.) 
833. Men begeert eene meetkundige reeks van drie termen te 
vinden, zoodanig dat de middelste term tot de som der 
beide uiterste staat als 2:55; wanneer men de beide eerste 
termen met de eenheid vermeerdert, en de laatste met 
15 vermindert, komen er drie vierkanten, welker wor- 
tels, in dezelfde orde genomen, eene rekenkundige reeks 
lk uitmaken. Welke zijn de bedoelde gnagn 

a ve .C. Ecrr. 
Ke (J. C. Eerr, Nieuwe verz. vrgst. 2e d. bl. 71, no. 48.) 

834 Een driehoek te construeeren , als de basis, de tophoek 
en de rechthoek, gevormd door beide zijden, gegeven zijn, 
NE : (Prof. Karr Korpr, Meetk. Vrgst. no. 361.) 

„ Een driehoek te construeeren , als de basis, de hoogte en 
de rechthoek, gevormd door beide zijden, gegeven zijn. 
(Prof. Kar Korpr, Meetk. Vrgst no. 362.) 

eed Ee bape v oi: 


7 a ttate 
(NL. W‚ A, Graveraar, Leb. d, Plan,, no. 357.) 
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838. 


839. 


840. 


268. 


269. 


210. 


…. ' . re 
Als Dern de stralen zijn der aangeschreven cirkels 


Uit een “punt in den Gao eens like waarvan de 
de straal 3 cM. is, worden twee koorden getrokken, e 
van 3 en een van 5 cM. Hoe lang is de koorde, ai 
den nu gevormden hoek middendoor deelt? __W, Marsan. 2 
(J. VersLuys, Mtk. vrgst. Gev, Leerl. Gem. vrgst. no. 35.) — 




















van een aihook, waarvan de ra a, b, czijn, dani is: 2 


In een cirkel u wordt door het midden C eener koorden B 
AB eene andere koorde DE getrokken. Door de uitein- Ee 

den A en B, D en E worden de raaklijnen AF en BF, 5 
DG en EG golden Bewijs nu, dat FG // AB esra | d 3 
(Ouvert. Lehrbuch der Geometrie, s 448.) H.SreRsMA 
Gegeven zijn twee punten Aen Baan verschillenden kant 
eener rechte lijn. In deze een punt tebepalen, zoodat 
L. ACB wordt middendoor gedeeld door de gegeven lijn. 
(J. VersLurs, Meth. Opl. Mtk. vrgst. $ 40, 3.) 


H. VERKAART. | pe 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, _— 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


Om een driehoek, waarvan de zijden a, b en c zijn, 
wordt, door het ro van evenwijdigen op een afde 
d van Ab zijde, een nieuwe driehoek gevormd, waar- 


van de zijden gevraagd worden. Substitueer a — 13, e A 
b=14, c=15, d==2. A 
(Krarper , Meetk, IT, no. 630.) ; J. v. W. 

Twee gevallen. a) 45 evenwijdigen binnen den driehoek. 


bj 5 buiten „ N 
Men vraagt naar de nauwkeurige waarde der verhouding, 
die uitgedrukt wordt door den betrekkingswijzer, 2, 1, x 
3, 1, 3, enz., als ondersteld wordt, dat de betrekking RE, 5 
elen ie 3, tot in het oneindige terugkeeren. A 
(S. De Hen Ai ‚ Repetitie, no. 106.) F.S. re BR. 
Eene Sthoel A is recht evenredig afhankelijk van z 
en omgekeerd evenredig afhankelijk met de tweede macht wi 







N ME, 
BD 
ee 


aL 


Ben 
Nw 
% ER 
Be 


à 

fe 
A 
it, 


ii 
Et N 


SLE 


213. 


B 276. 





Be van y. _Hoe moet’ v van y Ene? opdat A. recht 


evenredig afhankelijk zij van y? 

_(Wisserink, 4e verz, $ 29 no. 3. ) V.p War & VerBoran. 
el 4 Antw. z recht evenw. met y?%.) 

Iemand koopt 1 Juni fl. 20000 5 °/, ee zil- 


verrente (vervaldagen 1 Januari en 1 Juli) à 64, Poen 


Telkens wordt il, 


provisie berekend. Als hij nu bij dien handel f 93,50 
wint, vraagt men tegen welken koers de florijn vau den 
Juli-coupon berekend is? 


verkoopt ze 1 Augustus à 657 es 


_(WisseLiNkK, 4e verz, $29 no.5.) V.p. War & VeRBORGE. 


( D Antw. f 1,175.) 

Het getal 710 moet in 5 deelen verdeeld worden, zoodanig, 
dat als men de deelen respectievelijk door 2, 3, 4, 5 en 6 
deelt, de quotienten een opklimmende rekenk. reeks vor- 
men met 1 tot verschil. Men vraagt dedeelen ? G.H. 
Iemand verkoopt 2 partijen tabak respectievelijk met 15 en 
10 pet. winst met 2 pet. korting voor contante betaling. — 
Als de partijen 100 KG. verschillen en de geheele verkoopen 


_ gelijk zijn, vraagt men de zwaarte van elke partij? G.H. 
‚ A heeft 63 guldens en B 105 dubbeltjes. 
__dens moet A tegen dubbeltjes van B inwisselen, opdat de 


Hoeveel gul- 


verhouding van de aantallen guldens en dubbeltjes bij A. 
en bij B dezelfde zij ? G.H. 

Twee schepen met koren worden gelost. Aan 't eerste 
schip werken « man, ze dragen ieder b zakken in 


15 uur en werken c uur. Aan ’t tweede schip werken 


ze dragen ieder e zakken in 2 uur en werken 
f uur. Hoe verhouden zich de hoeveelheden koren in 
de 2 schepen. ‘ G. H. 

Als van twee breuken het verschil gelijk is aan een breuk 
met één tot teller en het product van de noemers tot noe= 
mer, dan zijn die breuken onvereenvoudigbaar. Bewijs dit. 


d man, 


Is hak omgekeerde van de stelling ook waar? G.H. 
(272—276 Hoofdakte Zwolle 1892.) 
De Haend der Wiskunde, VI 16 


























INGEKOMEN vaker 0 
waarvan de oplossingen gevraagd. worden. E 


233. Een getal van 6 cijfers door 11 gedeeld geèft 5 tot ia rn 
wat zal de rest zijn, als men het cijfer aan de linker- 
hand op de plaats der eenheden stelt? EN 
(Ex. hoofdondr. ’s-Bosch, 1873.) 
(J. VersLuys, Deelbh. en Rep. br. no. 54) 
Oplossing. 
Zij [abcdef | het getal, dan is 
labedef | — 1l-voud +5, en 10 maal dat getal 


Gn |= 11- ha JH 50 = Et 6. 


een 11-voud verminderd, dus 
locdefa |= 11- an JL 6. 
De gevraagde rest zal dus 6 zijn. — Gh 
Tweede oplossing. 
Zij Fabcdef | het getal, dan is 
|abedef |= Îl-voud +5, 
Volgens eene bekende eigenschap is dan ook 
(6 H-d Hf) — (a He He) —= 1l-voud + 5. 
Maar dan is ook 
(a He HE) — (b Hd Hf) = 1l-voud — sevende : 
dus jbedefa |= 1l-voud +6. M. Smrons; EB. C. K. 


238. Uit de eindpunten eener gegeven rechte 2 rechten we 


geven cirkel snijden , en dat de beide andere punten, die 

zij met den cirkel gemeen hebben , in een rechte heen 

die evenwijdig is aan de gegevene. 

(C. Krarper, Kz., Lrb. der Mtk. I, $ 357, no. 799.) 5. P. 

Oplossing. 

Geg.: de lijn AB en cirkel 0. Ì 

Gevr.: De lijnen ACE en BCD zóo te trekken , dat c op 4 
den omtrek van cirkel O ligt en dat AB // DE is. - A 

Analyse. Uit DE // AB volgt: \ 

L EDC = CBA, maar a men in C de rn aan cirkel Lo En 





trekt is / EDC =/ ECG=/ FCA 
dus / CBA =/ FCA. De cirkel 
door de punteù A, B en C ge- 
bracht zal dus cirkel O in C 
raken. 
‘ Hieruit volgt de constructie: 
4. Beschrijf den cirkel, die 
door A en B gaat en cirkel O 
raakt in een punt C. (zie voor 
de constructie, KNarPeEr, Meet- 
kunde dl. IT no. 484 en 427; 
VersLurs, Methoden, 2e druk 
blz. 10 8 10; Schlömilch-Eger I, 6e druk, blz. 152); 
2, Trek AC en BO en verleng deze lijnen , totdat zij den 


B cirkel O in E en D ontmoeten, De lijnen ACE en BCD vol- 





doen aan de vraag. 

Het Bewijs vindt men uit de Analyse. 

De Discussie van het onder (1) aangegeven vraagstuk leert, 
dat in het algemeen twee paar lijnen aan de vraag voldoen. 
Als de lijn AB aan cirkel O raakt, voldoet er slechts één 
paar lijnen. Als een der punten A en B op den cirkelomtrek 
ligt, voldoen er geen lijnen. Aan den lezer laten wij over, 
dit nader uit te werken. Hij vergelijke tevens vraagstuk no. 
238 met no. 422 uit KNArPeR. 

Aanteekening. Deze oplossing komt overeen met die van 
M. Simons, A. Vermeer en Van der Wal en Verborgh. 


Tweede oplossing. 


Geg. de lijn AB en cirkel O. 

Gevr. (zie 1ste oplossing). 

Constructie. 1. Trek de raaklijnen Aa en Bh aan cirkel O. 
9, Verdeel AB in'F en G in twee deelen, zóo dat 
AF:BE —= AG:BG == Aa: Bb =p:g, als men Aa = p en 
Bb == q noemt; 

3. Beschrijf op FG als middellijn een halven cirkel. 

4, Verbind de punten C en C’, waar deze den cirkel O snijdt 
met A en B, dan voldoen CA en CB, (CA en C’B) aan de 
vraag. 


een bekendeeigensch. 
(zie: De Vriend der 
Wiskunde IV, no. 
367) is 
AC: BO =p g. 
Maar Aa? == p? 
= ÂE. AC en 
Bo = gbh 
dus p? s Es me 
AE x AC: BD x BO, 
maar AC :BC =p :q 
dus AB: BD =p:g 
en DE // AB. 





Op dezelfde wijze toont men aan, dat AC'E' en BC'D' vol- 


doen , zóo dat D'E! |/ AB is. 

Jdiscussie. Als de cirkel op FG als middellijn beschreven 
den cirkel O snijdt, voldoen er 2 paar lijnen, als hij cirkel O 
raakt 1 paar lijnen, als hij buiten cirkel O valt, dan is de 
constructie onmogelijk. EG 


239. Bepaal door deeling der g.g.d. van 
2? — Ty + 15e J 6? — 24y + 18 en 
Arty ry Ir? Or ry Ort 3 HI 
(J. VersLuys, Lrb. d. Alg. IL, 5e dr, $ 274, 9.) E. 


C Oplossing. 

Beide vormen zullen we eerst naar de afdalende machten 
van «# rangschikken. We verkrijgen dan: 

2e? — a (Uy — 15) H6 (yY* — 4y J-3) en 

2a3 (y +3) — 3e? (YP 2 — 3) — 2 (y + 3) +3? +293) 
= 2? (yd-3) — 32° (yd-3) (y—1) — 2e (Y4-3) + 3 Y+3) y—)). 

Deelen wij nu alle coëfficienten van den tweeden vorm door 
den gemeenschappelijken factor (y +3), dan kan hij vervan- 
gen worden door den vorm 

23 — 3? (y — 1) — 2 H- 3 (y — 1). 

De g.g.d. wordt nu gevonden, door dezen vorm te deelen 

door den eersten. 





Bewijs. Volgens 5 ke 
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 2tBot yet) [et 


23e? (Ty—15) +62 (yY*—44 +3) 
2? (W—6)—2 (By —124J10)H3 (Y— D 
2x? (2 —6)— 2e (Ty? —36yH-45) +3 (y—1) (44° —244-36) 
2e (Ay? —24y 4-35) —3 (y—l) (44° — 244 4-35) 
Men kan nu deze twee termen deelen door den factor 
(44? — 24y + 35), zoodat de rest vervangen kan worden door 
2x — 3 (y—l), 
De vorige deeler 
2? — a (Ty —15) +6 (Y? — Ay +3) 
moet nu gedeeld worden door den verkregen vorm 


2x —3(y —l). 
Day) | 2e (Ty—15)F6 (y* A45) \ 2—2(Y—3) 
RE | 22 —e (3y—3) 


4 (93) + 6 y-1) 4-3) 
Ar (93) +6 (1) 9-3) 
0 


Deze deeling gaat op. De gevraagde g.g.d. is dus de laatste 
deeler 2 —3(y—1) òf 2 — 3 H- 3. 
V.D». W. & V.; A. VERMEER. 


240. Van een driehoek ABC is gegeven de lijn CD, die den 
hoek C middendoor deelt en naar de tand zijde 
is getrokken —= a, benevens de loodlijnen uit de beide 
andere hoekpunten op deze deellijnen — b en c. Men 
vraagt den driehoek te berekenen en te construeeren. 
(J. VersLuys, Hdb. d. Mtk. IV, gem. vrgst. 75.) H.K, 

Oplossing. 





b 


nen construeeren zo aan den gevraagden A. 


hoekige AA ACH en BOI zijn dan gelijkvormig, zoodat _ 



































Stellen we, dat A A „BĲC de Eeen A case arin C] 
de lijn is, ie den tophoek middendoor deelt. Zoeken we op Ae 8 
$ verlengde van A,B, het punt G, dat zóodanig gelegen is, VE 
dat A,D,: D,B, Ef GB, en kesohnen we op D, Geen Dead 
halven cirkel, dan is deze de meetkundige plaats van allë pun: 
ten, wier eslhnden tot A, en B, zich verhouden als A‚D, : D4 Be 
òf als A,T:EB,; A‚,T en EB, zijn de loodlijnen uit de ie 5 
einden jn basis ee op de bissectrix van den tophoek 
en A A/FD, w A EB‚D,. Verder zijn de hoeken Ben T = 90°, _ 
dus beschrijven we uit A, en B, met de gegeven loodlijnen 
cirkels, dan is bisseetrix DC een inwendige sne 
lijke raaklijn aan die beide Gek 1 

Uit het hier gezegde volgt, dat we gemakkelijk een A kan 


Constructie. Zij de gegeven bissectrix — de ee 
Neem een willekeurige lijn A‚B,; beschrijf met stralen 
A‚T en EB,, die zich verhouden als de gegeven loodlijnen — 
ben c cirkels; trek de inwendige gemeenschappelijke raaklijn, — 
dan is ’t punt D, gevonden benevens de HEN van de U Ri 

bissectrix. nk 
Trek A‚S // BT en trek ST dan vinden we punt G; zeen 2 
op D‚G een Rs cirkel; ’£ punt C ‚ waar deze gestaan 8 ie 
hob. door FE, verbinden we met A en B, dan is A ABC Rn 
m aan den gevraagden A. Zet de lijn a on D‚C uit van ox 
te beginnen en trek door D eene lijn ADB ge A ‚B,, dan is 
A ABC de gevraagde A. GE $ 
Tweede oplossing. 
Gegeven zijn: de bissectrix CD — a en de loodgae AH=b 
en Bl C g A 
CD halveert hoek 0: dus is / ACH =/ BCI De rechte 


CH:CI SAE: BLS Di le en 

De hoeken ADH en BDI zijn gelijk als overstaande hbe a 
Ook de rechthoekige A A ADH en BDI zijn dus gelijkvormig, _ de 
waaruit volgt DH: DI== AH: BIS bt ER (255 
De gevonden evenredigheden hebben een verhout gemeen. — 
De twee andere vormen dus een nieuwe evenredigheid; bijgevolg: Ne 
_CH:CI=DH: DIS bie. „ann en a 
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_(CH 4 DH):(CIJDI) =CH:CI=b:e . Be 
B (CH — DH): (OP =D OHJCI ts 4 505) 
uis CH+DH=CDJ2DH=aJ2DH 

RE CIDI =CH— DH =a 


- 


d' wr 
BLD 
Ne 


zi RE BE OL DIDDL = a —2DI.: 


a De ‘evenredigheden (4) en (5) gaan dus over in 

e a (b—c) 
ZE 

a (b— €) 
2b 


_(a+2DH):4a =b:e, waaruit DH = 


a:(a —2CI) =b:ec, waaruit DI = 
Verder is: | 
ee Ald he NA Cha 


BO Ee aah 


_ Constructie : Bepaal op CD = == a twee punten I en H, zoo- 


EE 7 | danig, dat CI—=a(bt-c):2b en CH —=a(b JC): 2. ole in 


H en I loodlijnen HA =b en BI=c op en vereenig de pun- 
ten A et en CO, 


Berekening van inhoud en zijden. 


Tab. A ABC =inh. A ACD + inh. A BOD — CD(AH+BD 


Be za | +el. 
Als hypotenusa van A ACH is 

a? (b + c)? 
A 4c2 0 | 
== Ea (bt o)? + Abe? L 
Als hypotenusa van A BOI is 





zer + ae | ef 
er 


Bs Ronne van A AHD is 


e RN valat” na koepdseine van Ene eigenschappen B 


BAS, 


REE 


TE er 


Zen 


or 


| BD EV (DI AT) =e | 48 10 


groet welkde NR + ane 


oe 
ts 


21. Van een driehoek maken de hoeken een EE 


ee dn oi (b— ec)? + a. B 


Als hypotenusa van A BDI is ‘ B 
a? (b — €)? 





=gvje (b — co)? + 452 Jt 
Men heeft nu: AB=ADBD 


zi 





ie (b — €)? Haren. 













Rie 


reeks. De omtrek van dien driehoek is A en de mid- 
dellijn van den omgeschreven cirkel is B. Men vraagt 
naar de zijden des driehoeks. H. Kaunine. 
(J. Versuurs, Hdb, d. Mtk. IV, gem, vrgst. 16) 


Oplossing. 


zi om A MNO den cirkel beschreven, | 0e 
AM SS P/N Se ee en / O=a° + W?, danis N= 60° D 
en. boog MO — 120%, zoodat MO — zijde ing. reg. A =Ry3. 


n u We t 


Omdat RB; ie R= LB en MOS LBT 


2 9 4 
Shee A 


Trek de hoogtelijn MP, dan is in den rohthodkdgen A MNP_ Z DS 
LN =60°, dus 2 NMP = 30° on NP— MN. Stel MN 


dan is NP —= Sy, MP —iUV3, OPE (MO? — MP?) Ke 


=V(À Brig? jg 


Men heeft nu: 
Omtrek A MNO = MN + he —J- OP + MO 


1 
yr Sy Hg (GB°— 392) + 3 jEvaA 8 
t “ Le en 


VAE JE PR 
RE Ml Dr 
es Be 


À end 










Er. 1: Ee (2 — 6B 5 vt ie —4AB Dase0' CE 
BN — SA LBV gov (124? #27B2H12ABL 3) 


ED 
Re NO= 5 Á Ke Brv3 Be (12A* + 27B? + 12AB rv 3). 


E _ 242, Een cirkelsector bevat een hoek van 420°. In het seg- 

_______ment van dezen sector een kwadraat, te beschrijven , dt 
met eene zijde op de koorde van ’t segment staat ; 

den inhoud van ’t kwadraat te berekenen, als de vid 
van den cirkel, waartoe die sector bahodtt gelijk R ge- 

„geven is? H. Keuning. 


_ (J. VersLuys, Hdb. d. Mtk. IV, gem. vrgst. 77.) 


f- , / 
" 


Oplossing. 
In „De Vriend der Wiskunde’, V, 1890, no. 488 (blz. 75) 
en 521 (blz. 182—189) is dit vraagstuk uitvoerig behandeld. 


Omdat de hoek —= 120°, is de koorde a= Rv/8. 
_ _ Substitueert men deze waarde in de formule 


BRE 1 EEM STEN RN 
___ YI vierkant = 35 (zer? — 34% — 4 G4R* — 12a°R? — a) 
E dan verkrijgt men : 


st vierkant = (28 ed, 1n)r, 


ai, Op een lijn PR is een halve cirkel beschreven met 
_PQ= qr=Â PR als straal. Met denzelfden straal zijn 


uit P en R ee cirkelbogen TQ en SQ beschreven, die 
den halven cirkel in T en S snijden. Daardoor zijn 3 

figuren ontstaan, nl. PQT, TQS en SQR, in ieder van 

welke men een cirkel wenscht beschreven te zien. En 

als de lijn TR = 4 gegeven is, vraagt men ook de 
lengte der stralen van de te beschrijven cirkels berekend 

te zien ? H. Keunine. 
_(J. Versuurs, Hdb. d. Mtk, IV, gem. vrgst. 78.) 


Oplossing. 


Analyse. Denkt men 


zoo moet in de REE 


den, hoe men tot de 
constructie komt. 





kelijk in, dat M‚ N en 
O in de loodlijnen TB, SC en AP, die op PR getrokken zijn, 


liggen (PB =QB, QC=RC, AP AR). De figuur zalten —_ 8 


opzichte van QA symmetriek zijn. Zij M de cirkel in fig. PQT, 
Trekt men in het raakpunt F de gemeenschappelijk raaklijn 
FD aan de cirkels M en P, totdat zij het verlengde van BT 
in D ontmoet, zoo is A PBM 2 A DEM, want 

MB = MF, LR en /_ PMB =/ DME; 


bijgevolg is PB =DE = „PQ = wh zE. Verder is MD —= MP, 


Voegt men hierbij MB == ME, zoo blijkt BD = PF, of ook 
BD =QA. Hieruit volgt de constructie van M. 
De raaklijn uit A aan cirkel Q beschreven gaat nu ook door 


D, dus DA = DF = „R. Trekt men dus PF door tot zij _ 


AQ in O ontmoet en verbindt men D met O , zoo is 


ADFO @. A DAO (DF — DA, / DFO =/ DAO==90°, DE=DO) _ 


of OA = OF. O is dus ’t middelpunt van den cirkel in fig. QSEF. 


Constructie. 1. Trek QA, TB en SC rechthoekig op PR; 


2, Verleng BT tot in D, zóo dat BD —= PQ =R is; 
3. Trek uit D de raaklijn DF aan cirkel M ; 


4. Trek PF, dan is ’t snijpunt M van deze lijn met BT | 


het middelpunt van den cirkel in fig. PQT. Het punt O 


waar het verlengde van PF de lijn QA ontmoet is ’t middel- 


punt van den cirkel in fig. QST. Neemt men CN — BM, 
zoo heeft men ook ’t middelpunt van den cirkel in fig. QRS. 
De drie gevraagde cirkels vindt men nu onmiddellijk, 


zich het vraagstuk op- _ 
gelost en M, Neu O0 
de Gore cirkels, 


plaatsaangewezen wor- _ 


Men ziet gemakke- 


Aa ne oe U 


A ts dk Ee 




















Ed Met Bewijs volgt uit de Analyse. Het vraagstuk is altijd 
____mogelijk. 

| Berekening. Gegeven TR==a, Gevraagd MB, NC, OF. 
Stelt men PQ —=R, MB—=NC=e&. OF =y, zoo is 


TR? =BR XPR = SR XOR = SR? of a*. —= 3R?, 


3 


dus R= . ayv3. Verder is in A PBM: 
| PM? — PB? + BM? of (R — 2)? GR +07; 


R=zars. 


gol GP 


hieruit volgt: R? — 2Rz = : Rrrobne= 


Eveneens is in A POQ: 
PO? = PQ? + OQ? of (R +9)? =R? +(R—y)'; 
hieruit volgt: 2Ry=R* —2Ry of y= Re ze ars. 


De stralen der cirkels M en N zijn dus ka3, die. van 


B, L B. W. M 
5 cirkel O 13 avs. ‚W. M. 
244. Trekt men door een der gelijkvormigheidspunten O van 


twee cirkels een rechte, die achtereenvolgens den eenen 
cirkel in A en B, den anderen in C en D snijdt, ter- 
wijl de lijn der middelpunten met den eersten cirkel de 
punten E en F, met den tweeden de punten G en H 
gemeen heeft, dan is: 
OA.OD=0B. OC = 0E. OH = OF. OG. 
(C. Krareer, Kz., Lrb. d. Mtk. I, no. 480.) 
Oplossing. 


Md TAM nn EE EN en PET OE a Vn ET EA VE 
Ae ET Ek TEA Ne” te DAAD OA 
B 5, 5 pi < en fj. 
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(ID) Zij O het witwendige gelijkvormigheidspunt. — | En 
Ond. MC //MA, MD, NB. En 
Gest, OA.OD =OB.OC= OE. OH = OF. OG. Die ‚8 


Bewijs. A OAN A OCM en A OBN A ODM, dus 
OA:OC =ON:OM zz OB: OD, waaruit 
OASOD. =S OB OG eit nie eN £ 

Men heeft: ON : OM erk As Ve 








(ON 4-7): (ON —r) = (OM + R): (OM — R) TE 
OF : OE EH : OG TS 
OF. OG =0E,OH sn 
Or 
Trek AE en DH; / ANE=g®, dus LABP= 5 Ds 
/ OMG =p?, dus  ODH= SEE 


LAEF +4 / ODH = 180°. 
Om vierhoek AEHD kan dus een cirkel, dus 
OA OD:= OE, OH SE 
Uit (1), (2) en (3) volgt nu het gestelde 
OA.OD = OB. OC == OE. OH = OF. OG. 
Opmerking. Laat men de snijlijn draaien om O tot zij in 
haar uitersten stand raaklijn wordt, dan gaat 
OB. OC = OE.OH over in OI. OJ = OE. OH 
en OA OD ZOE. OH, , OLSOSSSO AR vR 
zoodat het gestelde kan uitgebreid worden tot Den 
OA.,OD = OB.OC= OE. OH = OF. 0G = OI. OJ. 


(II) Zij O het inwendige gelijkvormigheidspunt. | 





Ond. MC/NA, MD // NB. Se 
Gest. OA. OD =OB. OC —= OE. OH=—= OF. 0G. dd 


EN 
}: . hl dr - 
53 REN 






Dec. PN DAE zo A OCH, dus OA:0C—=O0F.OH. . (1) 
A OBEx A ODG, dus OE:0G =0B:OD. . (2) 
Be A OBN A ODM, dus OB:OD=ON:OM. . (3) 

AOANm A OCM, dus OA:0C =ON: OM. . (4) 

P _Uit (1), (2), (3) en (4) BIE: nu 

4 _ OA:0C=OF:;OH == OB. OD =0E: OG 

_ waaruit gevonden wordt 

NT OA .OD =OB. OC en OE. OH == OF. OG. 

“Verder is: 


Z ANO = p° stellende, / AEH — 90° +5 en 


Ee: | ‚ADH = / CDH == 90° + ; bg. CG = 
EL | — 90°+ 3 ZL CMG = 90° + 5 Bijgevolg 


in ‚AEH =—=/ ADH, 

Be om vierk. AHDE kan dus een cirkel beschreven worden, dus 
B OA.OD=0E. OH 

B en OA.,OD=0B.O0C =OE. OH =OF. FG. 







Ee Laat men de sniĳlijn om O draaien tot zij overgaat in de 
____ raaklijn IJ, dan verkrijgt men 
En ROA: OD —OB.0C == O0OBE.OH == OF.0G == OI. OJ. 
____245. Hen cirkel te beschrijven, waarin bij twee koorden van ge- 
5 RE: Ô geven lengte bogen behooren, die tot elkaar staan als 1 en 2, 
Je _ (C. Krarrer, Kz., Lrb. d. Mtk, I, no. 450.) 
| 5 BR Oplossing. 
Ee Et) Als p en q de twee gegeven koorden zijn, waarvan q ) p, 
Ee kan men op g als basis met p tot opstaande zijden een ge- 
__lijkbeenigen driehoek beschrijven, 
ze De omgeschreven cirkel om dien driehoek Valdoet 
Kee: De grootste boog is { 180°. 
BE De constructie is mogelijk, als q { 2p- 
pe En _ ID) Ook kan men op p als basis met g tot opstaande zijden 
een gelijkbeenigen driehoek beschrij ven. Re omgeschreven cirkel 


Ee om dien driehoek voldoet. 
__De grootste boog is ) 1809, 
B ___Deze constructie is altijd mogelijk. 


ARTE R 

Aret a Es 

ezel 7 
é 


_L. Yntema, IBL 196—800, 














Algebratsche go, ri | 
In (D) is de projectie van-p op de midas 


gelijk aan Vr ir en 


ROE = za ri =t 








dus Re EE 
Kiap inge 
is dan ook bekend. 














| q° 
JUS RS 

Agt pr 
R, is hieruit te construeeren. De cirkel is dan ook bekend 
GOEDE OPLOSSINGEN , ET 
der Opgaven 181—800, 232—245 zijn ind bonden door: 
J. B. Bakker, 781, 782, 785, 786, 790, 793, 196 
800; 234, 237, 240, 242, aA, 245. 
E. C. jeg 781, 782, 184 790, 792-800; 232-234, 272 
W. Menen 181-800. De 
M. Simons, 781—791, 795—800 ; 233 —245, 
G. V., 781, 782, 784, 786, 798, 800; 240, 245. 
À, TENEN 781790, 798800 ; 233 — 235, 237245. 
V. d. Wal & Vorborgk: 181—791, 193-800; RAE 


Verslag van een mondeling examen in Wiskunde à 
Lager Onderwijs, 1891. Be 
Planimetrie en Trigonometrie. 
Wanneer zijn 2 AA 2? 
Wat zijn @ figuren? 
Cosinusregel. 
































4 Dan zijn twee sniĳlijnen APD en BPC getrokken. Bewijs: 
Ballen, 

Waardoor wordt een / aan den omtrek gemeten ? 

Ee- Van hoek ABC is het been BC eene koorde in een cirkel 

en het been BA het verlengde eener koorde DB, Op welken. 

K: 5) boog staat / ABC in dien cirkel ? 

DE Eenige gon. verh. van // > 90° uitdrukken in gon. nn 

__ van Z/ in het Iste quadrant. 

Geef de formule voor de koorde. ‚n 

_ Bereken den straal van den omgeschreven cirkel vaneen A 

wanneer gegeven is: le. een /_ en de overstaande zijde; 

Te 2e. de 3 zijden. 

RE Stereometrie, 

De pe Be doten 2 kruisende lijnen en een punt. Trek de lijn, die 

EE _door het punt gaat en beide lijnen loodrecht kruist. 

_ Construeer de lijn L op twee kruisende lijnen. 

____Is het altijd mogelijk een viervlakkenhoek zoo te snijden 

Beer een vlak, dat een parall, ontstaat ? 

_Wat is een fkenelf P 

Ee _ Wat weet ge van doorsneden (/ grondvlak ? 

E _ Gegeven de opp. van 3 // doorsneden en de afstand van 1ste en 

ES Re doorsnede. Gevraagd de afstand van 2de en 3de doorsnede. 

Gegeven de opp. van 8 |, doorsneden. Gevraagd de verh. 

__van de inh. der lichamen tusschen Iste en 2de, en 2de en 3de 

HE _ doorsnede 

Ee of _ Algebra. 

Ed Wat zijn logarithmen ? 

Welk stelsel wordt het meest gebruikt ? 

Zijn de log. meetbare of onmeetbare getallen ? 

Kan lim. 7/2, “lim. v/3 enz. worden voorgesteld door een 

meetbaar getal? Bewijs? 

_ Kan v/2, 1/3 enz. repeteeren ? 

ke ve Jemand krijgt aan het eind van elk jaar f a. Hij zet het 

a en tegen p°/. Hoeveel heeft hij aan het einde van het „de jaar ? 


id Bewijs dat a — b deelbaar is door a —b. 


Ka ern ee EE nd 
e vak, Ar ten REIST lee AN Eelt En 
eeN 5 Nr à 





Verslag van een mondeling examen in Wiskunde POE. 
Lager Onderwijs, 1891. ren 


Stereometrie (1 uur). 


Wat zijn kruisende lijnen? Breng door een punt een lijn, 
die 2 kruisende lijnen snijdt. Wat verstaat ge door den af. 
stand van kruisende lijnen? Trek een lijn, die op twee krui- __ 
sende lijnen loodrecht staat. Breng door 2 kruisende lijnen _ sj 
zoodanig twee vlakken, dat zij evenwijdig loopen. Kan dat 
altijd? Bewijs dat? Waarom is de lijn, die op 2 kruisende GEN 
lijnen loodrecht staat, de kortste verbinding tusschen 2 punten 0 
van die lijnen? Wat verstaat ge door den hoek van 2kruisende 
lijnen? Als twee vlakken door evenwijdige lijnen gaan is hunne 
doorsnede ook evenwijdig aan die lijnen. Wat is een drie- 
vlakkenhoek? Noem alle eigenschappen er van op. Bewijs ze. 
Wat is een veelvlakshoek? Breng door de zijden van een 4-vlak 
een vlak, zoodanig, dat de lijnen, die de snijpunten van de 
ribben met het vlak verbinden, een parallelogram vormen. 

Wat is een kegelvlak met een ingeschreven bol? Bewijs, dat 

èn kegel èn bol hetzelfde raakvlak hebben. Construeer straal 

van den gegeven bol. Ronde oppervl. kegel. Inhoud kegel. 7 
Regelmatige lichamen, Theorema van Eurer, EN 


e 


Meetkunde (*/, uur). 


De lijn, die het supplement van den tophoek middendoor deelt, 
verdeelt de overstaande zijde in stukken evenredig met de op= _ 
staande zijden. Bewijs. 2 lijnen snijden elkaar op ’t papier niet. 
Een punt tusschen die lijnen is gegeven. Trek nu door dat 
punt een lijn naar het snijpunt dier lijnen. Construeer een — 
trapezium als gegeven zijn de evenw. zijden, en het een ome 
en ingeschreven vierhoek is. Gesprek over 't aantal gegevens, dat 
er nu zijn. Hoeveel er moeten zijn, enz. Gelijkvormigheidspunt. | 
Waarom heet dat zoo? Construeer inwendigeen witwendige 
raaklijnen. Wat weet ge voor bijzonders van die raaklijnen? 
Bewijs dat. Afstand der middelpunten van in- en omgeschreven 
cirkel in een driehoek. Theorema’s van StrEwART en PTOLEMEUS, — 





DOEN TGE ATD A IE 
PROS Ren tT en, Er 7 As SEV VAT Re 
. ids , aff pn à E Kens i- | „ers 














Gonio- en Trigonometrie. 


Be Sin se Bereken cos (a 4-b). Som en verschil van 
2 sinussen en 2 cosinussen, etc. Bereken tg 3a in tg a. Maak 
Her _ logaritmisch: tg A HteB-tgC0, als A H- B 4 C == 1800, 
Ee Bereken z uit: 

B B > ___sinv J- sin 2w + sin 3x H- sin Aw — 0. 

An Afstand van 2 bakens, als er een rivier tusschenbeide is? 
E Date toren £ Tangensregel afleiding ? 


Algebra. 


ed | Eene Rene groeit van a tot b inwoners aan. ’t Eerste 
petal jaren volgens zeker percent, ’t 2de p-tal met 1 maal gr00- ‚ 


ke ter percent. Bereken, als a en 5 gegeven zijn, dE aantal 
jaren uit. Naar aanleiding hiervan behandeling logarithmen. 
____Gaussische logarithmen. — Alle bewijzen der eigenschappen voor 
5 ____ _Graussische logarithmen. Het product van 2 getallen is steeds 
___voor te stellen door het verschil van twee quadraten. — Vier- 
_____kantsvergelijkingen. — Zuivere en gemengde. Gelijke wortels 
Á van de vierkantsvergelijking. Wanneer komen die voor? Hoe 
_kunt ge dat zien? Reöele en imaginaire wortels. Ontbinding in 
factoren. — Rationale en irrationale vormen. — Een rationaal 
_ plus een irrationaal getal is..... Bewijs, dat. 1” (49 — 7 1/3), 
B waarom stelt men dat Balta aan Va—y/b? Waarom niet 
E aan een 3-term va —vb— ic? Bewijs dat. Verder, dat de 
fee p q Ae ed 
En A El a. Bij dit bewijs in geen geval analytisch te 
BE ed Kin 2m 2m 
B RE gaan. Bewijs, dat EE == P Zwiver bewijzen. De 
___6 zesdemachtswortels uit #° —=a. Werk uit zoo eenvoudig 


mogelijk: 
Belt t 
eN We LL RD a® be?, 


ES en bows daarna alle eN eigenschappen. 





B De Vriend der Wiskunde. VL, dl 


Verslag van een mondeling examen in Wiskunde 


Lager Onderwijs, 1891. 


Algebra. 


De examinator schreef een vorm op met gebroken en nega- 





tieve exponenten. Dien moest ik herleiden, zoodat er noch _ 


gebroken , noch ‘negatieve exponenten meer in voorkwamen. 
Dit gedaan zijnde, moest ik eenige bewerkingen verklaren, 
bijv. de beteekenis van gebroken en negatieve exponenten. 


Daarna bewijzen dat EE AN 


Vervolgens kreeg ik een gewone quadraatsvergelijking : e 
a Jac Jb==0. (Er werden mij bepaalde getallen gegeven.) 
De wortels ervan opschrijven naar aanleiding der formule : 


1 1 | 
Lg id (a? — 45). Deze formule vinden uit de 


vergelijking in zijn algemeenen vorm. 
#S— 129 =0. Hoe heet deze vergelijking? Van welken 
graad? Wanneer staat een vergelijking van den 6den graad 
in hare algemeene gedaante? Los bovengenoemde verg. op. 
ve — 129 = 0, 
(22 —9) (et HI? 81) =0 dus 2? —I=0 
of #4 JI? J 81 =O. | 
Waarom worden die twee vergelijkingen er uit afgeleid # 


Welke vergelijking is de laatste? Los die op. Naar aanlei- 


ding hiervan kreeg ik het over imaginaire grootheden, Daarna 


over irrationale grootheden, Doch er werd mij alleen gevraagd, 


wat het waren. 

Een kapitaal K staat uit tegen p°/, 's jaars, interest van 
interest. Na ieder jaar wordt er f a bijgevoegd. Na hoeveel 
jaar is het kapitaal verdubbeld ? 


Na de algemeene oplossing neemt men voor K — f 5000, 


p=5°|, en a=f 100. Door deze opgave kwamen we aan 
de logarithmen. Wat is een log.? Wat een Brreo. log. ? 


Kan men een getal kleiner dan 1 tot basis aannemen? Hoe _— 
zijn de log. dan, wat hun teeken betreft? Kan ook een nega- — ij 
tief getal tot basis genomen worden ? Kent ge Gaussische log.? 


Waartoe dienen zij? Maak dat duidelijk. Ik nam als voor- ik 


fi 
ke 
’ òr dad 
mk 
e Paak 






) eld B úe 5) en don (a? + B), wanneer gegeven is 
hg a en log. 5. 
_Hiermede liep het examen in de algebra af. 


Ee : de Stereometrie. 


Gegeven twee kruisende lijnen (wat zijn dat?) en een vlak. 


B Een lijn te brengen loodrecht op dat vlak, die beide lijnen 
Re snijdt. Naar aanleiding daarvan kreeg ik He over projecties 


etc. Bewijs dat het projecteerende vlak loodrecht: staat op het 


___ gegeven vlak: 


ERA 





» De doorsnede der proj. vl. was nu de gevraagde lijn. Bewijs. 


__ Uit een willekeurig punt P wordt een loodlijn op vlak V op- 


gericht. Deze loodlijn loopt // aan de projecteerende vlakken. 

Bewijs, dat zij dan ook evenwijdig loopt met de doorsnede. 
_ (Bracht ik een vraag terug tot een vorige, dan moest ik die 
weer gaan bewijzen. Zoo hield de examinator niet op.) Ik 
kreeg nog meer soortgelijke dingetjes over kruisende lijnen en 
vlakken. 

Vervolgens gaf hij mij 6 lijnen. Ik moest een viervlak 
construeeren, waarvan de ribben gelijk waren aan die 6 lijnen. 
(Waarom 6 BEAR OIAES elementen noodig ?) 

_ Een rechte hoek wentelt om een zijner beenen. ’t Andere 
been beschrijft een plat vlak. Bewijs. 

Wat is een raakvlak aan een bol? Geef een eigenschap op 


an _van het raakvlak. Ik noemde, dat in het raakvlak de raak- 












kei, 


É a Bewijs dat, wanneer in een driehoek AB > AC, ook / Cy / B. 


___lijnen waren gelegen van (4e: doorsneden van een bol door 


het raakpunt. Bewijs. 
Wat is een raakkegel? Eigenschappen. 
Hoe bepaalt men van een massieven bol de middellijn? 
Gegeven op een massieven bol een grooten cirkel. Con- 


___strueer de polen van dien cirkel. 


Daarmee liep het ten einde. 
Algebra en Stereometrie duurden ieder ruim een uur, doch 


__voor Planimetrie, Goniometrie en Trigonometrie kreeg ik samen 


maar 5 kwartier. 
Planimetrie: 


RS Daarna: wanneer AB == AC, ook / B==/ Q (diroot en indirect). 


, ( 
ij. ee h 





e PER 





et. 


" 




















Ans nd” TO A ED 

__Hier knoopte zich aan vast de beschouwing 

lijn van een lijn. De eigenschappen en ’t omgekeer 

je steeds. Hierbij kwam natuurlijk een meetkundige ple 

É sprake. Wat is een meetkundige plaats? Noem er eenige. 
Ë We bleven toen stil staan bij de meetkundige. plaats v 

fi 


tophoeken der driehoeken, die een gegeven basis en een 
geven tophoek hebben. Die meetkundige plaats construet 


En (Een driehoek construeeren als gegeven zijn twee zijden 
__een hoek over een der zijden !) ‚ | 
Ln Gegeven: Twee elkaar uitwendig rakende iele Door 
Br raakpunt P worden de snijlijnen APB en CPD getrokken. 
__… en BD getrokken. Bewijs AC // BD. Bereken op een_ ‘ 
manieren de verdubbelingsformule. vd 


Goniometrie en gn 


AFN EN der de 


SVE TAS 


had over de positieve en negatieve functiën. “Bijv. SE 
sin (90° J-a)=.....? ET  : ete. — 

sin a uitdrukken in tg a, cos a, cot a ete. Ie 
gin (aJ-b)==.,.., etc; in dein tn 
cosa tcosb=..e.. 


| | rend 1 — cora Se 
| Hoe komt men daartoe ? snga= Vg COS Za=n 


# Bewijs den sinusregel. 8 
Daarna ’t quadraat van een zijde Gitdrnkeen in de ande 
elementen. A E 


à ERE in hie Planimetrie de EN stelling Ies AA 
arb dE Dende ZTR 
Maak de formule a? —b? Jc? — 2bceos A op 2 manieren ok 
geschikt tot het berekenen met logarithmen. Î B jk 
Dit waren alzoo de voornaamste vragen. 























Bn _ OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 801-820. 


en: 01 ke zi een cirkelsector, waarvan de stralen loodrecht op 
ib Be elkander staan, is een cirkel beschreven. Bepaal de 


van den sector. 
it Math. ex. 16 Mei 1892.) 


En, 


ve Â En BL Aekie in P en omdat ‚_NMP = == 45° is, is ook 
4  ZMNP= — 45°, dus A MNP is gelijkbeenig. - 


ven den cirkel N=r, dan is in A MNP 

MN == 2, dus MCO=R=r ww. 
B _ Men heeft nu: 

_____Oppervl.cirkelN En Knee MND KEE ENE 
B pr BRD. sector MAB 1 _… "82/2 


Et 
a 


„R? ir (21)? r? 


Tweede oplossing. 


EE, Trekt men door het raakpunt C van den sector en den in- 
BE geschreven cirkel N eene raaklijn, die de verlengde stralen 
B MA en MB respectievelijk in D en BE snijdt, dan is cirkel _N 
____de ingeschreven cirkel van A MDE, waarvan de zijden DE — 2R, 





KAS. 
B MD = =ME —= Kr? zijn. 

EE en heeft ma » 21 A MDE EN Ne A 
ET RRT TL 

Pee te Dn Ld 
E EE ernsen Cen 
| EE BEKBEN see AS AR? (1/21)? _ 4 (3—2/2) 
DEP gector MAB Erk? R3 1 
_4(3— 223422) 4 


3 L 2/2 3 3} BLA 3 


ge de B verhouding tusschen de oppervlakten van dezen cirkelen _ 


Stelt men den straal van den cirkelsector AMB —= Ren dien 





TOT N Nn 
à Tat TEN 
E k B II De ATD OND ANG AN 
Á en en nn BE ne ip 
SP AE ER NEGN re ad Ne 
ee 1 


802. SA een voehtlioedsen dish waarvan € 






geven zijn: een scherpe hoek en de som Sep stralen, van Re 4 


den in- en omgeschreven cirkel. 


(Lit. Math. ex. 16 Mei 1892.) | Se A 


Oplossing. ú 
Zij A ABC de gevraagde, / B —= 90° en / A gezever 
_Construeert men daarin den ingeschreven cirkel N, welke de 


hypotenusa AC in D en de rechthoekszijden BC in EB en AB ve Ok 


in F raakt, dan is AC =2R hs ars 
en AB —J BC — AC —=2r On ig 
dus AB + BO =(R En 


Verleng nu AB tot BG —= BC, dan is 
| AG =AB + BO =2(R Hr). 
Vereenig C met G, dan zijn van A ACG 


de zijde AG —2(R + r), LG =45° en / A—= gegeven hoek’ | a is 
bekend. A ACG kan nu geconstrueerd worden, In A ACG& 
moet nu op AG het punt B bepaald worden en wel zoodanig, ad 


dat A ABC in B rechthoekig is. 
Men kan B nu als volgt bepalen: 
1) CB} AB trekken; | in 
2) LGCB = / CGB == 45° maken; 


8) door het midden H van CG eene loodlijn op CG trek- , 


ken, welke AG in B snijdt. 
Â ABC is dan geconstrueerd. 


„Constructie. Beschrijf op eene lijn AG — 2 (R+) als basis | 


een A ACG, waarin / A == gegeven hoek en / G—=45° is. 


Trek CB noasstee dat / B == 90° is, dan is A ABC de Be 


vraagde. 
Bewijs, Dit ligt in het voorgaande opgesloten. 


Opmerking. Het vraagstuk is teruggebracht tot het con- 8 


strueeren van een rechthoekigen driehoek, waarvan een der 


scherpe hoeken en de som der roahthioeka nen gegeven zijn. | 


Tweede oplossing, 





De zijden van den driehoek a,b en c stellende, waarvan | 
c de hypotenusa Kind dan is de straal van ded omge- 


schreven cirkel R—= > EE terwijl die van den ingeschreven»; — __* 
1 , 3 


2 








res eeen don 


EU das en MEN, et H 
Dalet BNA OE adr Jt in Em 0 
MP OR He An DTE OPENEN NE 
ENE EUN AE oe vn otd ï vg een 
* ’ Ao \ Ek p ‘ 
















V 5 ot Se REIS, Van een rechthoekigen driehoek, die gelijkvor- _ 
mig met den gegeven A is, kan men de zijden n Xa, » Xb 
29 en XC stellen, zoodat men voor R en / vindt: 
Re A | n: X ab 
$ prxe en RK EAKE FE nXe 
_die twee driehoeken de verhouding tusschen de sommen dier 
' stralen dezelfde is, als die tusschen de gelijkstandige zijden, 
Ee dus: Ee (Rt): (Ryder) = ere. 
oe Ts nu gegeven: p= R 4 r en / A, dan construeert men 
Hs op R Jr = p als hypotenusa een BL Roeki den driehoek, waar- 
van, een der nk — À is. Deze driehoek is gelijkvormig 
Ke en lS den gevraagden A. Bepaalt men nu van dezen driehoek 
_ de som van R,‚ 7, —=g, dan is, als men de hypotenusa van 
5 den gevraagden driehoek # noemt : 
_prqg=mipofg:p=pie. 
< ____« is dus de derde evenredige tot q en p. De constructie is 
E blijkbaar altijd mogelijk. J. B, BAKKER, 


. Hieruit zien we, dat bij 





be 
Ri 
En 


| 21 2 14,14-2 

a? 2 2 2 : 
803. Herleid SO en bereken de waarde 
Ke at be Jab *d d 


van den [herleiden] vorm voor a=2—v3, b=2, 


Den 1E en d= vb. 


(Lit. Math. ex. 16 Mei 1892.) 
| Oplossing. 
Men heeft: 
a bere kn je ohh (b ER =— ad”) 
Ere rada aoe Hald) 


Herd Gh) aero ava 
K bie + atd 
. E en , 72) (wi 2) — (16) 12 ks, 2 — v3) 


oe EL 68 3 WG 
B (8-3). 








& 


, h 


AE 


Siet 


= OE 


Es en ER 


EE ED 
Ao et 


EIRENE Aere 
J 


Bd 


Uit A Enne een en naar B, ar’ 
uit B een voetganger naar A, zi onin ten elk 


Re 


1 uur na hun vertrek. In B aangekomen, À on 


ruiter 24 minuten, keert vervolgens terug en kom 
tegelijk met den voetganger in A aan. Als de afstar 
van A en B 22 KM. is, wat leggen de oe 7 
de ruiter dan elk per uur af? f 
(Lit. Math. ex. 16 Mei 1892.) 

















Oplossing. 


Stel de snelheid per uur van den voetganger « en va 1 an der 

ruiter y KM,, dan heeft men: 

2204 soll 2 1 ie 
Es A) =g en ayla 5 

De ruiter legt 2 maal den weg ES en rust nog 24 | min 


€ 


2 44 2 ok 
z uur. Hij is dus ( +5) uur onderweg. Die zelfde | 


e 922 k 3 ER: 
is voor den voetganger :- VUE A | de 


22 44 2 | et ne 
dus: nn „Ee 
of 55y — 110 —=ey, maar y= 16 —gz 
zoodat 55 (16 —#)—110r=—=e(16 — 2) 
en na herleiding «2 —181xJ 880 — 0, 
waaruit ; x= 90,5 + T(90,5)? — 880 


2 =905 tE 85,5 —5 of 176. | 
Blijkbaar voldoet alleen tr en dus zijn de snelheden re 


5 KM. M. Simons; J. B. B 


In 1 uur doen ruiter en voetganger samen 22 De dusin 


l uur 22 KM.: 5 — 16 KM, Stel dat de voetganger per e | 


(8 — z) en de a (8 + z) KM. aflegt. 
Alsdan is volgens de opgave: 


WN rs 44 2 
Ee zz 
nn 8x B n5 
ME b(8— (82) 
880 J110r—1760 — 220r J 128 — 2e? of 
dee 2?  330r — 1008 = 0 
ORT 22 J165r—504 —=0 
eN Vn EPOLGN eere 109 je nn 
ne an te 5 Een 
pe: | neren KA 
L ig EE ei en == 
Re z a to Of 168. 















_ De 2 gevonden waarde voor # kan niet in aanmerking ko- 
5 28 men, daar de ruiter alsdan een negatief aantal KM. per uur 
st zou afleggen, derh. is x — 3. 

BE, _De voetganger legt dus 8 — 35 KM. en de ruiter 8 + 3 
E E —= 11 KM. per uur af. v. D. War & VerBorGH. 


_ 805. Onderzoek, of de reeks, wier eerste drie termen zijn: 








Ee 2 
Pp sj pe gestel ‚ eene meetkundige of eene reken- 


Ba is. Wat is de som van de eerste „ termen van 
die reeks ? | 
(Lit. Math. ex. 16 Mei 1892.) 


Ee ze é Oplossing. 
p+l 


| | di 
De eerste 3 termen zijn B „pen ° 





Â Re: | _Vermenigvuldigt men de termen van eene rekenkundige reeks 
4 met een zelfde getal, dan vormen de producten weer een reken- 
ee reeks. 

_ Vermenigvuldigt men de termen eener meetkundige reeks 
met een zelfde getal, dan vormen de producten weer eene 
E, meetkundige reeks. 

____Neemt men de 3 termen p maal, dan vormen de producten 
pl, p en p°J1 eene Bennie reeks, waarvan het 


Er pi zn 
Hs”. ‘verschil 1 is. De reeks ‚ waarvan de eerste 3 termen Ë a 








5 > p? 
p en ad zijn, is dus eene rekenk. reeks, Van deze reeks 


Ei is het verschil 


ENE ee 
) ie) 
re 6 
â PNL 
ED ee 











en de som van » termen dezer reeks — zes 
netljpttn2 nw dn8 
ZEE (Et 
















j p p En 
iN. | vit 
Ri _ Wpndn—3n î 
Ë DET 7 ) Cp +n—3). 
Bn. v. D. War & Vannone 
Pe | | 
E Bard 1 Tweede oplossing. 
Bi Voor mn ‚ p en Den sn men schrijven: 8 
Ee oe 
oe ___—, == en òf p — — en En Re 
f Bt Pp RGD p’ e jn Bn 
j Hieruit blijkt, dat de reeks eene rekenkundige i is, wier verscl 
4 — is. Dit blijkt ook uit de som van den eersten en der 
kl term, welke gelijk is aan het dubbel van den tweeden term. 


De n-de term is dus Ee 
pr, nl pr dn 2 \ 
Tt nl zs 
Den ee 
De som der eerste » ET Te 


1 gE AR nee 2) 

\ | CR 
i _ np? dn 4 57 n it 5) Ee 
TP wt ad 
J. B. Bakker; P. A. v. D. Houven; W. Meran & 
D. Wishes: G. Ns2MS in | ok 


genomen en verkreeg toen : ES 
log [3x — 5] + log [2 + 3] — log [re — 2] = 2 Ti 7 log0, 
_ Welke was die vergelijking en welke waarde heeft | 2 
(Lit. Math. ex. 16 Mei 1892.) ze 


„ 


















rg Bn 5] + log [2e +9] — log [er — be 
al RA En voor ’t tweede lid: 
8 Rel 2[1 + log 0, 6] = 2 [log 10 + log 0,6] = 2 log 6 = log zh 
Ji Alzoo i is de vergelijking : 
| A, B 36. Verder heeft men: 
. ' 4 __ 
_ 6x? ali = 36 — 72, 


68010, df ibn LE 


Ln 37 1 
pmm 12 _ men + mi ® \ 
a aaruit =d EVE) 5: = 12545 


23 of 8 Beide waarden voldoen. 


J. B. jeg v. D. War & VerBoren; M. Simons 
P. A. v. D. Horven; G. V.; E. C. Ks; 
W. Meier & D, Wunperink. 


Men kan ook de vergelijking 
A 6m? — 31e J57 = 0 
il in dte ontbinden. Men vindt dan dat 
Pk 6x 2 370 D= (er — 3) (6x — 19) = 0 
ú Brat @—3=0 en E to De 


BE NE dns sr, en e =B5 
AN 


Sn 9 W. Meiser & D. WonperiNK. 


‚807. Bewijs > dat voor alle waarden der letters 
Delen Ser He) trent kn) ie. 
E. J. Bos, Lrb. d. Alg. II, 2e druk, bl. 122, no. 37.) 
Oplossing. 


B Ra het bovenstaande waar zijn, dan is het noodig en vol- 
_ doende, dat 


Ee, le HI) et Hr) Zeh) + Gh is 


268 


of adt Hart Hg Het 9?) (4° +91) Z 
ar H Zan, Her? Hy? + 2y, Yi 
of (se? Hy?) (er? +9?) Zee Hye 


En dit zal waar zijn, als 


@2 +9?) (24° Een is, 
ofz? zita? yi tte Yet? y, 2 Bd zi? HRe, YY Yi 
of T° Yi — Zar, Yi H21° y20 


of (ay, — ein)? 20 

Daar dit laatste waar is, zoo kunnen wij dus tot het voor-_ 
gestelde besluiten. Immers het vierkant (@y‚— 44) kan 
nooit negatief zijn, als wij aannemen, dat de letters reëele 
getallen beduiden. 


808. Een cirkel te construeeren, die door twee gegeven punten _ 
gaat en een gegeven cirkel volgens eene gemeenschap- 
pelijke koorde snijdt, waarvan de lengte gegeven is. 
(K. 1. 1891.) 


Oplossing. 


Zijn P en Q de ge- 
geven punten, M de ge- 
geven cirkel. Trekken 
wij door P en Q een 
hulpeirkel , die cirkel 
M in A en B snijdt, 
Het. snijpunt R van 
PQ en BA is dan het 
chordaalpunt van den 
hulpeirkel, cirkel M 
en den gevraagden 
cirkel, immers PQ en 





AB zijn twee ehordalen: 
De derde chordaal — die van cirkel M met den gevraagden 
cirkel — moet zoo getrokken worden, dat de koorde, die van 





binnen cirkel M valt, de gegeven lengte heeft. Laat ab 
koorde van die engs voorstellen ; zij c haar. midden. 
Met Me als straal trekken wij een cirkel, concentrisch met cirkel 
Es uit R trekken wij daaraan de beide raaklijnen (in de figuur 
“is maar één geteekend). Laten de snijpunten van deze met 
Zi cirkel M zijn C en D, dan is de gevraagde cirkel bepaald ; 
Bn hij moet door P, Ô’ C en D gaan. Een tweede cirkel 
k _ “wordt gevonden met Beb van de tweede raaklijn. 

te H. VERHAGEX. 

























809. Bewijs, dat a” —a door p deelbaar is, indien p een 
__priemgetal is. (K. IL. 1891.) 


Ke Oplossing. 

_ Bewijs. d —a=a DN gegeven, dat p een 
__ondeelbaar getal is. | 

___< Twee gevallen zijn mogelijk: 

1°, p is deelbaar op 4 en alsdan ook op elk veelvoud van 


Kn _ d, dus ook op a Wen Ds; 

B of 29, p is niet deelbaar op a, maar dan is p ook onderling 

Be ondeelbaar met a, en alsdan is volgens de stelling van Burer 
Ke Fermat drs 


je E 
Ei , 


RE 
Bee daarvan, dus ook df — 4. H. VERHAGEN. 


1 — -Ì een p-voud, derhalve ook elk veelvoud 


Ik 
Fe 


5 gio PL het END leerboek der vlakke meetkunde” van J. Ver- 
Eet SLUYS koud het volgende vraagstuk voor ($ 264, no. 2): 

„Bewijs, dat de hoeken van den driehoek, die de voet- 
_ punten der hoogtelijnen van een driehoek bot hoekpunten 
_ heeft, worden middendoor gedeeld door die hoogtelijnen.” 
Los dit vraagstuk op en zeg, wat ge er bij hebt op te 
_ merken. S. DE Gast Jz, 


Oplossing. 
Ee, Zij ABC de driehoek, dan moet bewezen worden, dat de 


hoogtelijnen AD, BE en CF de hoeken van A DEF midden- 
___door deelen, 


e+ 


Ed OEE! , 
A Ns ge, 
ENEN MDA ee MEN 





Bewijzen we, 
dat / EDF mid- 
dendoor gedeeld 
wordt door de 
hoogtelijn AD. 

Om vierhoek 
CDGE kan een 
cirkel beschreven” _ 
worden, want, 
LD 4+4E= 
180°; evenzooom 
vierhoek BDGF, 
want / DJ, EF 
es 190 
ZL EDG =/Z ECG, omdat beide gelijk zijn aan 3 bg EG. 


L FDG =/ FBG, omdat beide gelijk zijn aan 5 bg FG. 

LECG==/ FBG, want beide zijn t compl. van Z CAB. 
Hieruit volgt / EDG = / FDG. 

Op dezelfde manier kan bewezen worden, dat de hoeken 
DEF en EFD middendoor gedeeld worden door de hoogtelijnen 
BE en CF. 

Opmerking. Driehoek ABC is scherphoekig. Nemen we nu 
eens A BCG, die stomphoekig is. Door de voetpunten der 
hoogtelijnen GD, CE en BF te verbinden, ontstaat A DEF. 
Worden nu ook de hoeken van dezen driehoek door genoemde 
hoogtelijnen middendoor gedeeld? De hoogtelijn GD deelt / EDE 
middendoor, maar de beide andere hoogtelijnen deelen het sup= 
plement der hoeken DEF en DFE middendoor. Dit blijkt 
onmiddellijk uit het bovenstaande, want Z EFG —=/ DFG, 
dus / AFE = / BFD als complementen van de eerste hoeken 
en Z BED —/ AFH als overstaande hoeken, dus / AFE = 


AFH. 
We kunnen ook zoo redeneeren : 


LÄAFE =/ AGE = „bg AR 





L BED = 4 BGD = bg BD, dus ook 









__Daar J KGE = /.BGD, is dus LL ARE = L AFH. 

E Ù oi ZI de gegeven driehoek rechthoekig, dan gaat A DEF in 

eene rechte lijn over, daar twee voetpunten samenvallen. 

__De samensteller Ee het vraagstuk heeft dus blijkbaar slechts 

KG aan’. een bijzonder geval gedacht. 

pe : A. J. VAN Breen, Merkw. punten en lijnen in den 
vlakken driehoek, blz. 20— 23.) Bn SD OAT, Jz 


811. Rechts van een geheel getal schrijft men, het daarop 
__volgende geheele getal, waardoor een getal van zes 
s ___eiĳfers ontstaat, dat een volkomen, vierkant is. Bepaal 
___ het eerste ga: | S. pr Gast Jz. 
_____(Journal de math. élém.) 
Oplossing. 
Noem het getal z en het volkomen vierkant n°, dan is 
ej 1001lrzt-l=n? 
Be “af TX X13 Xe zz (7 H 1) (n — 1). 
; Het volkomen vierkant is een getal van zes cijfers, n is dus 
____een getal van 3 cijfers, derhalve { 1000. Het kleinste getal 
van 6 cijfers is 100000, derhalve is » > 316 { T100000. 
___De factor n— 1 is dus minstens 316, de factor » 1 hoog- 
___stens 1000; ze kunnen dus geen van beide de drie factoren 
7, 11 en 13 bezitten. 
___We hebben nu te zoeken: 
a. de veelvouden van 7 X 11, die geliĳk zijn aan een 
Rts voud 2: 
_b, de veelvouden van 7 X 13, die gelijk zijn aan cen 
j {1 voud + 2; 
c. de veelvouden van 11 X 13, die gelijk zijn aan een 
EC T-voud + 2; 
Be en dahebi te BREN dat deze veelvouden niet kleiner dan 
____816 en niet grooter dan 1000 mogen zijn. 
5 —= 385 — 13-voud — 5 
7xiix! 6462 13-voud — 6 
| 1 —=539 —=13 voud +6 
8 == 616 —= 13-voud + 5 


















nose 110 13- es 
11847 —18-voud 2. Hie 
12 —=924 — 13- -voud 41 pin 
— 364 — 11-voud +1 An 
5455 —=ll-voud d-4 
6—=546—=1l-voud—4 
TX18X{ 7637 —=11-voud —1 RDE 
8128 — U-voud 2... 
9819 ll-voud 5 
\ 10910 —=ll-voud—3 
SA =429 = T.voud 2. ò en 
xisx) 4=012= T-voud 2, RE : 
5=z=715= T-voud J1 en 
‘ 6=858= 7-voud—3. 


De eenige aar van #, die voldoen , zijn dus: 


r=ilX zeen = 115; 71546 = 8462 
e= 8X he = 528; 528529 = 1272 
am 8X zen == 183; 183184 = 4282 
ne Den 2 _ 328; 328329 — 5732. 


«SDE Gast J 


812. Van een getal van 5 cijfers is het midde citer 6. | 
Het getal verandert niet, als men de cijfers in omge- 
keerde volgorde neemt. Bij deeling door 13 geeft he at 
8 tot rest. Welke getallen kunnen dat zijn? Zn | 
(W. H. WisseLinK, 4e verz. v. Rek. Vrgst. $ 18, 2) ee 

CG: EAA Zaanen Zl 


Oplossing. 


10105 +} 600. 
Gegeven is: 





EN 


___10001a + 1010 + 600 — 13-voud + ze, 
____9997a J 1001b + 598 — 13-voud 




















ee 
E | dede je ‚__ == 13-voud J- 6 
EC af: dat == 13-voud 


Se OD lem 
as D verondersteld wordt >a 
‘ zj òf 9 (a —b) == 13-voud — 6 


ï iet grooter dan 27, zoodat het eenige 13-voud L 2 dat vol- 
doen kan, gelijk moet zijn aan 15. 

Uit 3 (Ó — a) =—=15 volgt: b—az=5. 

____Daar a niet gelijk aan O kan zijn (het gevraagde geval zou 
B dan uit 4 ern An kunnen a en 5 de volgende waarden 


a—=l en b=6 
aen. b= 7 
a=d.en.b=8 


a=4 en b—=9. 
De getallen, die aan de gegevens voldoen, zijn dus als a Á b 
10001, 27672, 38683, 49694, 
“Voor a)>b Bn we: 
Ge 9 (a — b) == 13-voud — 6 
RE waaruit volgt: 3 (a — b) = 13-voud — 2, 
B57 ___De 13-vouden —2, kleiner dan 27 zijn: 11 en 24, waarvan 
_ het laatste alleen Bor 3 deelbaar is en dus alleen gelijk kan 
Re zijn aan 3 (a — b). 
B: Uit 8 (a — b)—= 24 volgt: dee 

waaraan voldaan wordt, door a == 8 en b=—=0 en door a =9 
, enb=1 te stèllen. 
___Bij de reeds gevonden getallen moeten dus nog gevoegd wor: 
et den : 80608 en 91619. C. F. A. ZERNIKE, 


| B 815, Welke zijn de enkelvoudige deelers van 26973? Hoe- 
Ln ___veel enkelvoudige deelers zijn er in? Hoeveel samen-_ 
gestelde? Wat is de som van alle deelers? 
_____(J. Versruys, Deelbh. en Rep. br. no. el) 
| De Vriend der Wiskunde, VIL, 18 













KE 
" 
Eel 
PK 


& 


rv 
ze e 





Je 


(VersLuys, Dlbh. $ 15), waarbij de eenheid en het getal 


b 
‘> 
v 





Oplossing. — 
Het getal 26973 —=36. 37. 







Het aantal deelers van 26973 bedraagt 6 je D. q Lan DN 7 









zijn meegeteld, nl.: Te 
1,8,32, 82,3%, 35, 35,31, 000N ae 

DB 37, 3e. 37, 34, 37, 35. 37, 95 

Laat men Dn de eenheid , het getal en de eukstsolt 
deelers 3 en 37 af, dan zijn er de samengestelde deelers. 
—1 372 —1 2186 
Br 37 
== 1093.38— 41534. (Idem $ 16). BE 


De som van al de deelers is 


814. Herleid tot de eenvoudigste gedaante : 7 
EN VED 1 Zr A eZ 

je A (24° v/a ì) (Ae Tl a 
(Adelborst, 1892.) (Het teeken — moet 8 zijn.) 








Oplossing. | 
ee (ave We len ij) 
Er B er 
12 & oo Ad se 5 À de TH 
Et 100 Cel q A 2 0 
Eed ver vi, SE NEN 8 
48 12 48 12 24 5 
“a =z a 1 een À 
4 4 
Ke À al05 : „10 
A EERS q 
a a à 


(De opgaaf is geplaatst, zooals zij ontvangen. werd. Hers 5 
thans zagen wij uit een exemplaar van het onp 3 
werk, dat het teeken 4 moet zijn en niet =.) _ en ge 


BED en ontwikkel daarna den toller. 
(Adelborst, 1892.) 


F vn EN RAP ka u 
1 Ank Gp Wer Î “Oplossing.” ant ‘ $ ved 
e en A5, Map5r, 43455, pe) 


B B 








Ren Rn 22° 12 =0. 

__(Kon, Mil. Acad. , 1892.) 

HRe Oplossing. 

*D Li2=0 

Bant 2e dn 112 == 0 
UV I= 2 VT 
St 12=28 en =4 
(@—2)log2=log4 en (wr —2)log 2 =log 28 


E29 rien 
| 1,4471580 | 
=d = 0,3010300 — 20073 


n= 6,8073 .… 
Tweede op lossing. 


le Kho U 
ke MT 21 
Ke 2 1192 —=0 

BP 64d 2304 = 64448 — 112 on — 16 


deu =ie=2 en 2° —=112 of vlog 2=log112 
Pe à …_log112 _ 2,0492180 


logan 05010300 TI 


Ee Bi kenden als 3 : 2. Het kleinste deel zon men af, 
_ terwijl men het grootste weder in twee deelen verdeelt, 
_ welke zich als 3 : 2 verhouden. Het kleinste deel deze 















tweede verdeling tp weer a, 
het grootste weer in dezelfde reden oe 
Zoo men aldus n A heeft v p 









kleinste deelen. 
n steeds grooter genomen wordt? it sE 48 
(Kon. Mil. Acad,, 1892.) EEN 

Ö Oplossing. on 


Bij de le verdeeling Ei de deelen sp en zi 






_Bij de 2e verdeeling zijn Ze > 2 X 3D en B hé 


En 
BD S5A 
gr Rs _n—l 


Bij de nde verdeeling 5 nd en 5 De ger | 
5 À 


a3 d 
X 5 XE pen 


“Bi da 3e verdeeling — 5 















De som der kleinste deelen is dus: 


8 Nn 
De reeks is afdalend, dus s = a kn jd f 





| 1 5 EA 
De som is dus: 2p 5 EAR =pji— (3 
Re | den | 


Bij toename van „ wordt (En steeds kleiner en nad 


tot 0. Dus nadert de som dier deelen, bij toename van 
tot p. J.B BAKKER 
818. Als gegeven zijn twee punten P en R binnen een h 
vraagt men op de beenen van dien hoek twee punte 
A en B zoodanig te bepalen, dat de lengte der gebr: 
ken lijn PABR zoo klein mogelijk zij. le AR 
(J. VersLuys, Meth. Opl. Mik. Vrgst. $ 40, no, ban 


| 
, 





277 


Oplossing. 


Constructie. Laat op 
de beenen van den hoek 
de loodlijnen PC en RE 
neer , verleng ze met 
stukken CD en EF resp. 
gelijk aan PC en RE en 
B vereenig D met F. De 
B punten Aen B, waarin 
DF de beenen van den 
gegeven hoek snijdt, zijn 
dan de gevraagde. 

Bewijs. Verbindtmen 
eenig ander punt dan 
A of B, b.v. A, en B, 
met P, D, R en FE, 
dan zal AB, òf AB 
snijden òf een veelhoek er ‚mee vormen. 

le Geval. AB en A,B, snijden elkaar in G, dan is 
A 16 4 A4 D) DG en BG HB,F) GF, Ren 

AGH A,D + BG B,F ) DF 
of PA AB 148, R) PA + AB + BR. 
2e Geval. DA,B,F' is een drie- of vierhoek, ‚ dan is 
DA, +A,B, +B,F ) DF 
of PA, HAB, +B‚R > PA + AB + BR. 
In beide gevallen is dus het gebroken PABR een minimum. 
W. Meiser & D. WonperinK ; M. Srmons. 


Tweede oplossing. 

Zijn P en R de 2 gegeven punten binnen / QST. We laten 
uit P eene loodlijn PC op SQ neer en verlengen PC met een 
stuk CD —=PC. Vervolgens laten we uit het punt D de lood- 
lijn DH op ST neer en verlengen die loodlijn met een stuk 
HI —= DH. Daarna trekken we de lijn IR, welke het been 
ST van den gegeven hoek in B snijdt, en de lijn BD, welke 
het been SQ van den gegeven hoek in het punt A snijdt. 

Ten slotte trekken we de lijn AP, waarmede de gevraagde 
gebroken lijn PABR geconstrueerd is, We zullen nu bewijzen, 






















PAPA A RDA AR DE 
= BIJ BR = IR. 

We trekken A,D, B,‚D en BI, dan is 

A AD, en BTB DN 

PATA EN DA, B,)B,D, 


dus ook — A,P+A,B, > BI 

Be en A,P+A,B, + B, RO BLHB,R, 

Me maar BI4B,RDIR, 

$ derhalve A,H + AB, + B‚R DD IR. 

ze Iedere andere gebroken lijn PA,B R heeft dus grootere lengte 
dan de gebroken lijn. PABR. v. D. War & Vernonon. AR 


819. Als de cirkel op de rechthoekgzijde AB van een recl IN te 
hoekig trapezium ABCD als. middellijn beschreven , het 

‚ schuine been CD in E raakt, dan wordt de loodlijn uit 

E op AB neergelaten door ieder van de diagonalen AC 

en BD middendoor gedeeld, _ ha 

(N. L. W. A. Graveraar, Lrb. d. Plan, no. 224.) 
Oplossing. Ee 
ABCD is een rechthoekig trapezium, op welk vaakthnn 
zijde AB een cirkel beschreven is, die de schuine zijde CD 


| in E raakt. Uit E is de loodlijn EF op AB neergelaten. Cn wee 
É en Trek de diagonaal BD, die EF in S snijdt, dan hen men, Bn Ei 
__daar EF (/DA//CB, EER 


N DES A DBC, ES: DE = BO: DC. 
ABFS» ABAD, FS:AD=BFE: BA, 


maar BF: BA =0E: DO, dus 
FS:AD == CE: DC’ en daar AD=DE, CE = BO, Ë & 
FS:DE == BC: DC ze. 


jk @)_ ee 

De evenredigheden (1) en (2) HSbLEN al laate 5 RL 
gelijk, waaruit volgt ES == FS. De diagonaal BD deelt ea 
EF middendoor. ADE 


uit de gelijkvormigheid van A AFS, en A ABC: 
| FS, :AF =BC: AB 
en daar AF en AB Een verhouden als DE en DO, 
FS: DE = BO : DO 35 SES 









ES: AD =CE: DCO, GRS | | 
daa AD= DE, CE = BO, ES,:DE=BC:DCO … . … (2) 
EE De Bred seden (1) Bn (2) hebben de laatste 3 termen 
He, elijk, waaruit volgt FS, = ES, 
B s De diagonaal AC deelt dus EF ook middendoor. 
| ____De punten S en S, vallen dus samen. 
RD: _Bigevols gaat EF door het snijpunt der diagonalen. 
en v. D. War & VERBORGH. 


ht 


820 Als men om en in een cirkel regelmatige n-hoeken be- 
je schrijft, dan is het verschil van de inhouden dezer veel- 
hoeken gelijk aan een regelmatigen „n-hoek, die de halve 
zijde van den eersten veelhoek tot TA, of de halve 
zijde van den tweeden veelhoek tot apothema heeft, 

(C. Krarpar, Kz., Lrb. d. Mtk. IT, no. 523.) 


Oplossing. 
Ond. AB == zijde ing. n-hoek = a 
1 1 
TN Olmen z»omg „ = zA 
Gestelde. 


Opp. omg. n-hoek —Opp ing. »-hoek 
= Opp. ing. n-hoek, (waarvan de 


1 
straal = 3 A) 





= Opp. ing. m-hoek, (waarvan de 
apothema = 5 4). 

ie” Bewijs. 

B 5 __ A ABC is . van het verschil der middelpuntsdriehoeken van 

za de om- en ingescheven n-hoeken, of ook gelijk aan een mid- 


E ___delpuntsdriehoek van een n-hoek, waarvan AC a) de 


straal van den omgeschreven cirkel is of jAB en za gelijk is 


aan de apothema; want 


LCAB == Ee A Dees 5 EAM ==; 2 Xx 3609, 


280 


Maakt men toch AC, = AC, dan is A CAC, = A ABC zoo’n 


middelpuntsdriehoek ( apothema = 5 a, of straal = 5 A). 5 


Tweede oplossing. 


In de figuur zijn A MDE en A MIH middelpuntsdriehoeken 


van de i- en omgeschreven „-hoeken, dus 
DE = zijde ing. n hoek =a, MG =R, 


IES op OMG, on et A MSN 
Opp. omg. n-hoek =nA.z =S. AR 
8 PL 
» Mg » =NA.z =grar 


Verschil — 5 (AR — ar). 


Men heeft A:a == R:r, dus den en A= Don het ver- 


n Ar? nÂ. nÂ a? 

e EE Ae Eer ad Ee ode wit Dm kn al 
schil =5 (AR Er) == &° rik: 71) 
Noem de zijde van den veelhoek, welks straal == a is, 
E,‚ dan is Rra=j:E ot n= dus Omtrek-= à of 


Verschil = (omtrek »-hoek E) x 7 ze : (omtrek n-hoek E). 5 ’ 


Er moet dus slechts bewezen worden, dat van den tweeden 


veelhoek het apothema e= is, 


Nu is #2 = —- 


A? BE? A2 A?2q? A? 
dr dM GRIT ( 


a? 
R? — — 
4 ) 
aR? a? a? a 
me AREN DRE sten a _— 
Sn (B í =jduser=g 
Hiermede is tevens het tweede gedeelte bewezen. 


De veelhoek, die 5 tot straal heeft, is dus ook de veelhoek, 


die 5 tot apothema heeft. 


# 


cr Take ee : Cn 
ce EL OE Ne be 
in et ee 


dans k ek Rad - 
nn AREN ri dq Û OENE kos 
Pen EV IN 0 wd f 4 


























Dd ei ke een ‚ opklimmende lanai vels 2, 3, Dieden 
7, dane volgende termen ondeelbare BEST zijn, id is 


ken 
oo 
bo 
oo 
Ks 
En 
oo 
or 
a 
De 
oo 
u 
_ 
eeN 
ret 


| Jo Bi ij ci Bn let A4 Ds 3, De 7, kt CARS Sn ee 
Bewijs dit. oet | 
ES et 


Omdat alle ondeelbare getallen oneven zijn, de 2 uitgezon- —__* 
erd, moet, wanneer van een rek. reeks 2 op elkander vol- ke 
gende termen ondeelbaar zijn, het versen 2 of een hea Al 
_ van 2 zijn. | 

We Ea nu van eene rek. reeks 3 op élkander volgende termen 
pe ondeelbare getallen, dan kunnen dit geen opeenvolgende on- 
even getallen zijn (de 3 niet medegerekend, omdat bij iedere 
3 opeenvolgende oneven getallen één door 3 deelbaar is. Schrapt 
_men deze 3-vouden, dan verkrijgt men een rij getallen, waar- 
van de B nteende termen beurtelings 2 en 4 verschillen. 
_Om hiervan eene rek. reeks to verkrijgen, moet er beurtelings 
een geschrapt worden , het verschil wordt daardoor 
haak ad4=6=2X3. | 4 
Om eene rek. reeks te verkrijgen, waarvan 5 op elkander d 


lr 
NL, 
é 
e 


me 


Ee El ‘de 5-vouden geschrapt een Wij verkrijgen daardoor 
een rij getallen, waarvan telkens 4 op elkander. volgende 6 
en de volgende 12 met de voorgaande verschillen, Om hier- 
E van eene rek. reeks te maken, moeten telkens 3 geschrapt 
Br worden, het verschil wordt Aelao 

an KOHL IKEOLKIXD. 
_ Zullen 7 termen eener rek. reeks ondeelbare getallen zijn, 
dan moet alzoo het verschil minstens gelijk 
OS 4X304-90=7X30=2X3X5 XT zijn, enz. 
| J. A. v. D. VEER. 


ge _Aanteekening. Moeilijk algemeen te maken. Toch aardig 
gevonden. Zie ook no. 717 blz. 29, 
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Ingezonden vraag met antwoord. 
In J. Versruvs, Handboek der Meetkunde, II, 2e druk 
‚ 1884, bl. 184 r. 18 v. o. leest men: 

„Men krijgt in dien 7den druk (J. M. Mazúas, Fransch leerboek 
der meetkunde, 1758) de foutieve bepaling: „Evenwijdige 
lijnen zijn lijnen, die evenver van elkander verwijderd zijn in 
al hun overeenkomstige punten”’,” 

Waarom is die bepaling nu juist foutief? H, Keuning. 

Antwoord. In J. Versuuys, Hndb. d. Mtk. HI, bla. 50 
vindt u de gevraagde verklaring. 


GOEDE OPLOSSINGEN, 

der Opgaven 801—820 zijn ingezonden door: 
J. B. Bakker, 801—806, 809, 811, 813, 815 —817, 819. 
P. A. Ae der Eeen 801—803, 805 —807, 813, 815-817, 820. 
E. C. K., 801, 802, 805—811, 813, 817, 819, 820. 
W. B & E. Wunderink, 801—803, 805—807, 809, 810, 

812, 818, 817—819. 

M. Simons, 801—811, 813, 815 —820. 
G. V., 801, 802, 805—808, 810, 820. 
v. d. Wal & Verborgh, 801—813, 815—820, 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°n Februari 1893 BR, ED 
bij den Redacteur A. J. vaN BrrEEN te Arnhem 
worden ingewacht. 


841. Bepaal de som van alle getallen, die door de citer iS 
0, 1, 1, 2, 2, 2 kunnen worden vor 

842. 4 3852. RE 1,8435 .…. — 5,6138. 
Als het EL getal nauwkeurig on Sn het tweede op 
6fd, het derde op 7fd is, terwijl bovaadn gegeven is, 
dat het eerste getal te ein het tweede te groot is, 
vraagt men de waarde van den vorm op 1 eenheid der — 
laatste decimaal nauwkeurig te bepalen. 

843. Als a)b, is ook atedbte. 
Bewijs deze eigenschap en breng haar in woorden. 

844, Wat zijn de resten, als men 9°9 deelt door 13, 23 en 29? 
(WJ. Versruys, Dlbh. & Rep. br. no. 22.) 

845. Zeker getal wordt in het achttallig stelsel geschreven met 

| 100 vieren. Wat zal de rest zijn, als dat se door 7 
wordt gedeeld ? é á 
(J. Versruvs, Dlbh. & Rep. br. no. 34.) 

846. Bepaal de waarde van z uit: (Ce a 

a—® ad 
847. Een linnenkoopman verkoopt . van- een zeker aantal 


_M. linnen plus , van een M. linnen; daarna verkoopt hij 


1 1 Î 
— der rest plus „ van een M. linnen, en zoo vervolgens. 
d 


Men vraagt nu naar het aantal M. linnen van den #-den 
verkoop en der x-de rest. 
848. Bepaal de geheele waarden van #, welke kunnen vol- 
doen aan de nnee 
2u 
34 — 1 ES 20 — 3 e 
849. Bewijs, dat de vorm: 


(2 le Ie zt Ee EE 


deelbaar is door: 


an+1 dl) 


Ie Hi drtee 





NL WA lt Vrgst. Leb. Alg 1, 651) 









en Sn Rr de waarde van z uit: 
a+1 +2 | 4 

IT 2. Ee bald A= 1 

h öl, ih Wisteken de waarde van z nf Jd 
_ 1024 — | Idi 10—% 5) En 0 ä 
892, B. een rekenkundige reeks is de me term — a, de É 
Ë Bro torm — a en de ne term = a. De den eersten - 
Ki “term a, en 1: Gt 
En (N. L. W. A. Graveraar, Lrb.d. Rek. II, $ 130, no. 15.) ‚A 


858 Een gelijkzijdige vijfhoek is regelmatig, als hij drie ge- 1 
lijke hoeken heeft. (Twee Sen ; 
_(Krarper, Mtk, I, 522) 

Ross Van een driehoek zijn gegeven: 
1) de verhouding eener hoogtelijn tot eene aanliggende 
ji zijde, | 
2) de overstaande hoek dier zijde, } | 
3) de som der basis en hoogte. 

Men vraagt dien driehoek te construeeren. 

‚ Als in twee driehoeken respectievelijk twee hoeken gelijk 
en twee hoeken elkaars supplement zijn, dan zijn de 
zijden over de gelijke hoeken evenredig met de zijden 5 
El over de supplementshoeken. Bewijs dit. _ be 
6. Twee cirkels, waarvan de stralen — R zijn, snijden 
_elkander in de punten A en B, en de lijn PQ, die de 
__middelpunten vereenigt , in de A C en D, ‘Welke | 
zijn de limieten, waartoe AB? : OCD, AB: CD en 
… AB: CD eeen als lim: PQ —= QR is? i 
(NL W. A. OE Lrb. d. Rek. II, $85, no. 3.) 
Gegeven twee punten A en B aan voerd kant van 
_een rechte lijn. In deze lijn een punt C te vinden zóo, dat 4 
het verschil tusschen AC en BC zoo groot mogelijk zij. di 
RO: VersLuys, Meth, opl. Mtk. vrgst. S 40, 4.) 
. Als a, b en c gegeven lijnen zijn, vraagt men de lijn 


a 3 b 3 C 2 
A SE te construeeren 


B (at + bt Jc) EN 


859. 


860, 


213. 


218, 


229. 


280. 


281, 
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Bereken de oppervlakte van een vierhoekig stuk land 
ABCD, als de diagonalen AC en BD 64 M. en 56 M., 
lang zijn en elkaar onder een hoek van 60° snijden. 

Construeer in een cirkelquadrant een gelijkzijdigen drie- 
hoek, zóo dat zijne hoekpunten in den omtrek van het 
quadrant liggen en druk zijne zijde uit in functie van _ 
den straal van het quadrant. 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


Construeer de wortels der volgende vergelijkingen : 

vo? Jy? =2a(e—y) en bay (w Jy) = Zac? (we — yy). 
(KrarPPEr, 765, f.) PB: 
Construeer een driehoek als een hoek aan de basis, de 
som der opstaande zijden en de bissectrix van den top- 
hoek gegeven zijn. SIMONS. 
In een cirkel, welks straal 1 dM is, moet een regel- 
matige tienboek worden beschreven. Leid de constructie 
voor de zijde van dien tienhoek af en bereken haar tot 
in mM, nauwkeurig. J HDi 
(Verg. ond. Hfd d. Sch. Enschede, 1892.) 

Van een regelm. viervlak is de ribbe gegeven. Con- 
strueer zijne hoogte en zijn standhoek. J.H. D.R. 
(Verg. ond, Hfd d. Sch. Enschede, 1892.) 

Men beschrijft in een cirkel (straal — r) een regelm. 
zeshoek ; in dezen een cirkel; in dien cirkel weder een 
regelm. zeshoek; in dezen laatsten weder een cirkel, enz. 
Bepaal de limiet van de som der oppervlakten en even- 
eens van de som der omtrekken van al die cirkels, 
(Verg. ond. Hfd d. Sch. Enschede, 1892. J.H. D. R.. 


ERRATA. 


Blz. 235, r. 11 v. o. lees: 
„wijzergetallen en een willekeurig getal d als g. g. d. aannemen.” 
idem, r. 1 v. o. lees: 
„voldoet, als men d — 2 neemt,” 
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